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类 型 ;对 不 同类 型 的 数学 论文 内 容 的 选择 、 写 
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科技 论文 是 科技 信息 交流 和 推广 的 重要 载体 , 它 可 以 迅 
速 快 捷 地 反映 最 新 的 科研 成 果 和 动态 。 随 着 科技 的 发 展 , 科 
技 论文 的 写作 更 显 重要 。 月 前 有 关 科 技 论文 的 撰写 方面 的 著 
作 已 有 问世 。 然 而 ,作为 基础 科学 重要 领域 之 一 的 数学 论文 
的 写作 方面 的 指导 性 著述 ,尚未 见 到 。 

数学 论文 不 同 于 一 般 的 科技 论文 , 它 一 般 不 需要 大 量 的 
实验 ,照片 .图表 ,但 更 强调 理论 的 严谨 和 逻辑 的 严密 。 另 外 ， 
数学 符号 的 繁杂 更 是 特点 之 一 ,数学 语言 的 正确 使 用 并 非 一 
日 之 功 ,数学 工作 者 ,数学 专业 的 大 学 生 ,研究生 ,在 撰写 数学 
论文 时 , 常 感到 不 知 选择 什么 文章 类 型 ,在 写作 中 又 常 因 不 知 
如 何 下 笔 而 苦恼 。 

本 书 作者 于 忠文 教授 ,对 数学 论文 写作 已 有 较 深入 的 研 
究 和 探讨 ,本 书 旨 在 为 数学 论文 的 作者 提供 论文 表述 的 基本 
概念 .实用 的 方法 和 仿效 的 例文 。 书 中 从 当代 数学 的 发 展 出 
发 ,系统 地 论述 了 数学 论文 的 选 题 途径 、 数 学 论文 写作 的 思考 
方法 ,数学 论文 的 一 般 形式 ,数学 论文 的 写作 要 求 ,对 数学 论 
文 的 各 种 类 型 , 即 数学 教学 研究 论文 .数学 思想 方法 论文 . 数 
学 应 用 论文 ,数学 专题 研究 论文 和 毕业 论文 等 ,详细 地 论述 和 
并 明了 具体 撰写 方法 和 总 体 要求 。 


书 中 附 有 的 例文 , 取 自 公开 发 表 的 数学 论文 ,并 且 从 内 容 
选择 题目 推荐 .创作 新 意 、 写 作 技法 等 方面 加 以 分 析 , 进 一 步 
揭示 了 创作 规律 。 

本 书 的 出 版 ,对 数学 工作 者 和 数学 专业 师 生 是 一 件 十 分 
有 意义 的 事情 ,本 书 必 将 成 为 读者 的 良师益友 ,为 提高 数学 论 
文 的 写作 水 平 起 到 重要 的 作用 。 


李 师 正 
于 山东 师范 大 学 
1998 年 6 月 
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本 书 共 分 六 章 , 首 次 将 数学 论文 分 为 几 种 不 同类 型 ;数学 
教学 研究 论文 ,数学 思想 方法 论文 数学 应 用 论文 .数学 专题 
研究 论文 及 学 位 论文 。 前 五 章 论述 了 数学 论文 创作 的 有 关 理 
论 和 不 同类 型 论文 的 选 题 撰写 方法 、 写 作 要 求 及 其 例文 分 
析 ; 第 六 章 是 在 前 五 章 的 基础 上 ,根据 (中 华人 民 共和 国学 位 
条 例 暂行 实施 办 法 ) 等 文件 精神 ,着 重 对 数学 专业 本 科 生 毕业 
论文 写作 进行 了 详细 亲 述 ,并 注重 实用 。 

本 书 可 作为 数学 专业 毕业 论文 写作 课 教材 ,讲授 30 ~ 40 
课时 ,或 进行 系列 讲座 ,或 课外 阅读 ,也 可 供 大 中 学 校 教师 ВЕ 
究 生 ,数学 工作 者 参考 。 
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业 生 的 论文 资料 ;本 书 的 出 版 得 到 航空 工业 出 版 社 邵 箭 编审 
的 精心 编辑 及 兄弟 院 校 的 支持 ,在 此 一 并 致 以 深切 的 谢意 ,并 
希望 读者 对 书 中 的 错误 给 予 批评 指正 。 


# 者 
1998 年 6 月 


第 一 章 概论 
第 一 节 ”当代 数学 发 展 的 趋势 
一 、 当 代数 学 … 
二 、 发 展 趋势 
第 二 节 ”数学 论文 的 含义 及 类 型 
一 、 数 学 论文 写作 意义 
二 、 数 学 论文 的 类 型 … 
第 三 节 ”数学 论文 创作 的 思考 方法 
-、 资 料 的 搜集 整理 
二 、 人 刨 造 性 的 思维 … 
第 四 节 ”数学 论文 撰写 的 形 
一 、 论 文 的 结构 … 
二 、 论文 结构 各 项 的 要 求 - 
第 二 章 ”数学 教学 研究 论文 
第 一 节 论文 内 容 的 选择 
一 、 数 学 教育 改革 … 
二 、 数 学 教学 研究 
第 二 节 ”论文 的 写作 
一 、 简 单 型 论文 写作 
通用 型 论文 写作 
第 三 节 ”例文 分 析 … 
例文 1 “矩阵 特征 多 项 式 的 一 种 求法 "的 
=“ 
例文 2 略 论 启发 式 数 学 教学 的 基本 要 求 


(1 
a) 
(3) 
(5) 
* (5) 
5 (8) 
(12) 
(13) 
(14) 
(17) 
(18) 
(19) 


5 (28) 
= (28) 
~ (31) 
(35) 
(35) 
(38) 
… (40) 


(45) 
Ер 


例文 3 积分 运算 中 应 注意 的 几 个 问题 … 
例文 4 二 维 随机 变量 概率 分 布 的 求解 方法 (61) 
第 三 章 数学 思想 方法 论文 
第 一 节 论文 内 容 的 选择 - 


第 二 节 论文 的 写作 … 
~、 论文 的 结构 及 特点 
-、 学 习 、 挖 据 数 学 思想 方法 


第 三 节 ”例文 分 析 … (93) 
例文 5 数学 创造 性 思维 的 心理 机 制 及 其 
能 力 的 培养 …… 


例文 6 数学 美 是 深奥 的 美 

第 四 章 ”数学 应 用 论文 
第 一 节 ”论文 内 容 的 选择 
т. 数学 应 用 于 实际 
1, 建立 数学 模型 - 
第 二 节 ”论文 的 写作 
~、 简单 型 应 用 论文 写 
-、 建 模 论文 的 写作 … 
第 三 节 
例文 7 一 类 条 件 极 值 问题 的 处 理 

例文 8 系统 工程 在 长 清 县 农 牧 业 最 优 结 
构 布局 中 的 应 用 … ошен fy 
| 第 五 章 ”数学 专题 研究 论文 


二 、 选 择 课题 的 途径 
| 第 二 节 ”论文 的 写作 
= 


一 、 论 文 的 结构 及 其 特 
论文 的 写作 要 求 
第 三 节 例文 
例文 9 完备 向 量 格 中 的 是 集 分 离 定理 “ 
例文 10 ”Hamilton 半 群 的 结构 

第 六 章 大 学 本 科 生 毕业 论文 
第 一 节 毕业 论文 写作 概述 … 
一 、 毕 业 论文 及 其 写作 的 意义 
二 、 毕 业 论 文 的 特点 及 其 格式 
二 节 ”毕业 论文 的 选 题 
选 题 的 原则 
二 、 选 题 的 方式 
第 三 节 ”毕业 论文 的 
论文 结构 各 项 写作 要 求 
” T 论文 的 写作 要 求 
第 四 节 ”毕业 论文 的 答 关 
一 、 管 辩 前 的 准备 与 答辩 
二 、 成 绩 评定 
第 五 节 ”毕业 论文 评 
例文 1 ГВ ДЛ 
例文 2 凸 函数 及 其 在 不 等 式 证 明 中 的 应 用 
例文 3 经 济 问题 中 的 数学 方法 
例文 4 一 类 微分 方程 建 模 探 
参考 文献 


第 一 章 概 论 


数学 科学 的 研究 成 果 , 是 由 数学 论文 反映 出 来 的 .即使 高 新 科 
学 技术 ,本 质 上 也 是 一 种 数学 技术 .而 数学 论文 的 写作 却 是 一 个 非 
常 严 谨 的 创作 过 程 ,怎样 熟练 地 掌握 数学 论文 的 写作 技法 ,创作 出 
高 水 平 的 数学 论文 ,是 一 个 值得 我 们 深入 探索 和 研究 的 课题 。 


第 一 节 当代 数学 发 展 的 趋势 


经 过 20 世纪 的 众多 数学 家 、 科 学 家 的 努力 ,数学 已 经 形成 具 
有 基础 数学 、 应 用 数学 和 数学 技术 这 几 大 部 门 的 科学 体系 ,人 们 对 
“高 新 技术 的 基础 是 应 用 科学 ,而 应 用 科学 的 基础 是 数学 "这 句 话 
的 含义 有 了 新 的 认识 。 数 学 的 对 象 特 点 、 方 法 、 地 位 和 作用 ,数学 
的 认识 观 、 价 值 观 、 真 理 观 ,数学 教育 的 目的 .内容 方法、 手段 , 体 
制 和 结构 等 ,都 随 着 社会 的 演变 , 随 着 生产 力 水 平 的 提高 和 社会 的 
进步 而 不 断 发 展 、 完 善 并 日 益 显 现 出 本 质 特征 ,数学 与 其 他 科学 并 
列 叫 数学 科学 。 


一 、 当 代数 学 


什么 是 数学 ? 恩格斯 说 :“ 数 学 是 研究 现实 中 数量 关系 和 空间 
形式 的 科学 。” 

一 百 多 年 后 的 今天 ,应 该 把 “数量 "和 “空间 " 作 广 义 的 理解 , 数 
量 不 仅 是 实数 ,而 且 是 向 量 、 张 量 , 黄 至 是 有 代数 结构 的 抽象 集合 
中 的 元 ;而 空间 也 不 只 是 三 维 空间 ,还 有 维 ,无 穷 维 以 及 具有 某 
种 结构 的 抽象 空间 。 这 样 ,恩格斯 的 名 言 ,基本 上 包含 了 数学 的 主 
要 内 容 。 当 然 , 还 有 的 包含 不 进去 ,如 数理 逻辑 等 。 

61: 


1. 数学 的 组 成 部 分 
数学 大 体 上 可 分 为 三 大 部 分 :基础 数学 、 应 用 数学 和 计算 数 
学 。 
”基础 数学 是 数学 中 的 核心 ,也 是 纯粹 、 抽 象 的 部 分 。 它 大 致 由 
三 个 分 支 :分 析 、 代 数 和 几何 组 成 .这 三 者 相互 交叉 和 渗透 ,从 而 产 
生 解 析 几 何 , 解 析 数 论 . 代 数 几 何等 学 科 。 另 外 ,概率 论 , 数 理 逻 辑 
等 也 属于 基础 数学 。 
应 用 数学 是 研究 现实 中 具体 的 数学 问题 , 它 采 用 基础 数学 的 
成 果 , 同 时 又 反 过 来 从 实际 中 提炼 问题 ,探讨 新 思想 .新 方法 ,丰富 
了 基础 数学 
数学 应 用 的 领域 虽 无 边际 ,但 大 致 可 分 为 三 个 方面 :经 济 建 
设 、 科 学 与 技术 ,军事 与 国防 。 
运筹 学 .控制 论 ,数理 统计 、 经 济 数学 .生物 数学 等 都 属于 应 用 
数学 。 
计算 数学 偏重 于 计算 。 早 期 它 致力 于 求 出 各 种 方程 (代数 方 
程 微 分 方程 ,积分 方程 等 ) 的 数值 解 。 近 40 年 以 来 ,计算 数学 迅速 
发 展 ,人 们 已 把 计算 机 作为 理论 .实验 的 科学 方法 引入 科学 界 。 
当然 ,上 述 三 大 部 分 中 ,有 些 学 科 还 有 子 分 支 。 
基础 数学 、 应 用 数学 、 计 算数 学 既 有 各 自 的 特点 ,又 相互 联系 。 
-个 重大 的 数学 问题 ,特别 是 从 实际 中 提出 的 数学 问题 ,都 需要 上 
述 三 种 数学 的 内 容 和 方法 ,建立 数学 模型 。 寻 求解 题 方法 ,需要 基 
础 数学 和 应 用 数学 ,而 使 解 题 方法 得 以 实现 , 则 离 不 开 计 算数 学 。 
2. 数学 的 新 特点 
通常 所 说 的 数学 的 特点 是 指 内 容 的 抽象 性 ,应 用 的 广泛 性 、 推 
理 的 严谨 性 和 结论 的 明确 性 。 
由 于 高 新 科学 技术 的 发 展 ,数学 已 兼 有 科学 与 技术 两 种 性 质 ， 
所 以 当代 数学 还 具有 新 的 特点 . 即 数学 内 部 各 分 支 间 的 相互 渗透 、 
数学 与 其 他 科学 (如 控制 论 ) 的 相互 渗透 .电子 计算 机 的 计算 。 
由 于 相互 渗透 .计算 机 的 引入 而 导致 许多 新 问题 和 古老 难题 
2 。 


的 解决 ,促进 了 数学 科学 的 发 展 。 
二 、 发 展 趋势 


数学 的 贡献 在 于 对 整个 科学 技术 水 平 的 推进 与 提高 .对 科技 
人 才 的 培养 .对 促进 经 济 繁荣 、 对 人 们 的 科学 思维 与 文化 率 质 教育 
等 起 着 巨大 的 作用 ,这 是 其 他 科学 不 能 全 面 比拟 的 。 

1. 赶 超 国 际 先进 水 平 

数学 有 一 个 历史 发 展 过 程 。 

新 中 国 成 立 后 ,我 国 数学 有 了 很 大 发 展 . 早 在 1956 年 ,建立 和 
发 展 了 微分 方程 .概率 统计 、 计 算数 学 、 泛 函 分 析 、 多 复 变 函数 论 、 
运筹 学 ,控制 论 等 分 支 学 科 ; 到 1965 年 ,我 国 数学 的 基础 研究 已 具 
有 相当 规模 ,在 国际 上 有 一 定 的 地 位 。 

1978 年 改革 开放 以 来 ,国内 学 术 风 气 非常 活跃 ,陈景润 、 王 
元 、 潘 夭 洞 等 数学 家 在 数论 , 杨 乐 、 张 广 厚 等 专家 在 函数 论 的 优秀 
成 果 饮 誉 国际 ;大 批 老 、 中 、 青 教授 ,博士 ,学 者 填补 了 若干 重要 的 
空白 领域 ,硕果 累累 。 数 理 逻 辑 数论、 代数、 函数 论 .拓扑 学 、 微 分 
几何 、 微 分 方程 . 泛 函 分 析 、 概 率 统计 ,控制 论 , 运 筹 学 计算 数学、 
代数 数论 ` 代 数 几 何 、 非 线性 泛 函 分 析 、 动 力 系统 .整体 微分 几何 、 
随机 分 析 、 机 器 证 明 、 模 糊 数学 等 ,都 在 近年 内 取得 了 达到 国际 先 
进 水 平 的 成 果 。 

1992 年 9 月, 中国 工业 与 应 用 数学 学 会 召开 了 第 二 次 会 议 ， 
会 上 李 大 潜 教授 宣读 了 《努力 发 展 中 国 的 工业 与 应 用 数学 ) 的 报 
告 。 其 中 叙述 了 我 国 应 用 数学 的 新 进展 , 即 数学 在 经 济 建设 科学 
技术 及 军事 与 安全 方面 的 应 用 。 

例如 ,以 数学 家 华罗庚 为 首 的 专家 、 教 授 在 优选 法 、 线 性 规划 、 
非 线 性 规划 、 最 优 控制 等 取得 了 惊人 成 就 ;以 数学 家 苏 步 青 为 首 的 
许多 专家 在 几何 造型 方面 的 研究 成 果 , 成 功 地 应 用 于 飞机 、 船 体 、 
汽车 的 设计 ;中 科 院 应 用 数学 所 研究 员 堵 丁 柱 与 美 籍 华人 黄 光 明 
合作 ,证 明了 有 关 网 络 路 线 最 短 的 一 个 猜想 (Pollak — Gilbert 猜 
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想 ), 在 美国 离散 数学 界 引 起 码 动 ,被 列 为 1989 一 1990 年 度 美国 离 
散 数学 界 与 理论 计算 机 科学 界 的 两 项 重大 成 果 之 一 ;陈景润 的 陈 
氏 定 理 、 侯 振 庭 的 侯 氏 定理 等 专家 的 创造 性 数学 论文 ,覆盖 着 整个 
地 球 ,为 祖国 争 得 荣誉 。 

上 述 许 许多 多 惊人 的 成 就 ,正如 几 年 前 在 南开 大 学 举行 的 21 
世纪 数学 展望 会 上 ,陈省身 教授 及 与 会 的 数学 家 们 说 的 ,我 国 完全 
有 和 希望 在 21 世纪 前 期 成 为 数学 大 国 、 数 学 强国 ,数学 应 该 率先 赶 
超 国际 先进 水 平 。 

2. 发 展 的 趋势 

今后 数学 的 发 展 ,会 比 近 十 年 更 迅速 ,成 就 更 巨大 。 

数学 科学 的 子 学 科 繁多 ,而 且 不 断 有 新 学 科 的 诞生 ,每 一 个 新 
学 科 的 发 展 前 途 也 是 难以 预料 的 .因此 ,对 非 线 性 数学 、 计 算数 学 、 
计算 机 数学 、 离 散 数学 的 某 些 方面 ,以 及 数学 物理 .数学 的 其 他 边 
缘 学 科 、 概 率 统计 、 数 学 建 模 等 都 有 待 于 开拓 研究 。 

从 目前 情况 看 ,线性 数学 比较 成 熟 , 非 线性 数学 是 重要 的 发 展 
方向 。 引 人 注目 的 冲击 波 、 孤 立 子 ,混沌 现象 ,n 体 问题 等 ,都 是 非 
线性 的 ,不 仅 涉及 面 广 ,而 且 难 度 大 。 

除了 非 线 性 数学 外 ,离散 数学 (涉及 数论 ,抽象 代数 .数理 逻 
辑 , 组 合 论 .图 论 , 博 奕 论 ,规划 论 )、 概 率 论 与 数理 统计 、 计 算数 学 
以 及 数学 对 生物 学 .经济 学 ,语言 学 .管理 学 ,控制 论 等 的 渗透 和 应 
用 ,都 会 有 更 大 的 发 展 。 

与 此 同时 ,全 国 哲学 社会 科学 青年 社会 科学 基金 项 目 。 课 题 
组 撰写 的 《21 世纪 中 国 数学 教育 展望 ) 论 述 了 :让 数学 为 大 众 所 掌 
握 , 所 利用 。 

我 们 深信 ,在 数学 专业 改革 、 数 学 发 展 的 过 程 中 ,从 当代 数学 
发 展 趋势 上 看 ,也 许 会 出 现 新 的 大 冷门 ,为 未 来 的 世界 服务 。 


第 二 节 数学 论文 的 含义 及 类 型 


什么 是 数学 论文 ? 论文 的 特点 、 写 作 意 义 及 论文 的 类 型 .撰写 
的 要 求 等 问题 ,先前 很 少 有 人 专门 论 及 ,本 节 加 以 探讨 。 


一 、 数 学 论文 写作 意义 


1. 数学 论文 的 含义 

什么 是 论文 ? 简 言 之 ,议论 型 诸 文字 即 称 论文 。 日 本 大 辞典 
《 广 辞 苑 ?对 论文 一 词 诠释 是 : 

(1) 议论 性 文章 ,说 理性 文章 ,记述 政治 、 漠 施 的 文章 。 

(2) 公布 研究 成 果 或 结果 的 文章 。 

这 里 所 说 的 数学 论文 ,是 诠释 (2) 所 指 的 一 种 。 由 此 ,数学 论文 
的 含义 可 以 说 成 :由 数学 内 容 构成 的 ,以 议论 的 方式 表达 自己 的 见 
解 和 说 理 的 文章 , 称 为 数学 论文 。 

数学 论文 是 指 描述 数学 科学 中 的 研究 成 果 的 文章 。 如 在 数学 
教育 .数学 教学 中 的 研究 和 探讨 ;在 数学 科研 中 探索 数学 规律 ;在 
数学 应 用 中 分 析 、 论 证 等 方面 的 文章 ,都 是 数学 论文 。 

数学 论文 多 为 议论 文 也 叫 论说 文 , 通 常 由 论点 .论据 和 论证 过 
程 组 成 。 人 们 习惯 上 称 这 些 为 议论 文 的 三 要 素 。 

数学 论文 是 学 术 论文 中 的 一 类 , 它 既 是 进行 数学 科研 的 一 种 
手段 ,又 是 描述 数学 研究 成 果 的 一 种 工具 。 

2. 数学 论文 的 特点 及 要 求 

数学 论文 属于 议论 文 范畴 , 它 与 一 般 的 议论 文 相 比 较 , 既 有 共 
同 点 ,又 有 不 同 点 .其 共同 点 ,都 是 直截了当 地 提出 作者 的 见解 、 主 
张 ,一 述 事理 ,揭示 事物 的 本 质 和 规律 ;在 表述 见解 主张 时 ,都 是 
运用 概念 .判断 ,推理 的 逻辑 方法 ;它们 的 功能 特征 都 是 以 理 服 和 人; 
它们 的 构成 要 素 都 有 判断 和 证 明 ; 它 们 的 篇 章 结构 一 般 是 三 段 式 ， 
绪论 一 本 论 一 结论 。 
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除了 共同 点 以 外 ,还 有 不 同 点 ,这 些 不 同 点 ,就 构成 了 数学 论 
文本 身 的 特点 。 这 主要 是 : 

(1) 科学 性 

数学 论文 的 科学 性 主要 是 指 作者 能 用 科学 的 思想 方法 、 科 学 
的 研究 方法 进行 论述 ,并 得 出 科学 的 结论 。 主 要 体现 在 : 

中 于 辑 的 严 亲 性 

数学 论文 应 按照 逻辑 严谨 性 的 要 求 去 写 ,不 然 就 不 成 其 数学 
论文 了 。 一 篇 数 学 论文 要 无 殴 可 击 , 要 经 得 起 推 殴 。 就 是 说 ,概念 
要 清楚 ,判断 立论 、 推 理 要 正确 , 绝 不 能 含糊 ,更 不 能 脐 造 。 

© 语言 的 简洁 性 

数学 论文 要 求 语言 ,以 恰到好处 的 语言 ,准确 地 表达 数学 概念 
和 逻辑 推理 ;以 简明 的 语言 ,表达 出 最 精湛 的 数学 结果 ,反映 出 丰 
富 的 数学 内 容 。 

例如 ,在 推 证 的 过 程 中 ,并 不 是 每 一 步 都 要 写 出 理论 根据 。 数 
学 论文 不 是 教科 书 , 它 是 给 同行 看 的 ,推理 过 程 以 同行 看 全 为 原 
则 ,证明 步骤 不 需 写 得 过 细 , 允 许 有 较 大 的 跳跃 。 特 别 是 常见 的 推 
理 步骤 ,明显 的 推理 过 程 ,显然 的 理论 根据 ,可 以 一 笔 带 过 ;常用 的 
概念 .定理 注 明 出 处 ,尽力 少 作 解释 :不 使 用 文学 性 的 修饰 和 夸张 
性 及 含义 模糊 的 语言 。 这 样 才能 更 好 地 体现 出 论文 的 特点 。 

@ 符号 的 广泛 性 

在 数学 论文 中 ,广泛 地 使 用 数学 符 导 和 由 符号 组 成 的 式 子 , 形 
成 了 一 套数 学 符号 系统 , 它 与 自然 语 ( 汉 语 叙 述 ) 一 样 承担 着 储存 
和 传递 数学 信息 的 职能 。 使 用 符号 时 必须 规范 、 准 确 , 国 内 外 通用 ， 
不 能 腌 造 ,否则 就 违背 了 论文 的 科学 性 。 

(2) 创见 性 

创见 性 是 衡量 数学 论文 价值 大 小 和 水 平 高 低 的 主要 标准 。 因 
为 科研 的 意义 就 在 于 创造 ,发 现 ,创新 。 这 就 要 求 作 者 具有 自己 的 
独立 见解 ,善于 发 现 新 问题 .新 规律 .新 方法 。 主 要 体现 在 : 

O 开拓 未 知 领域 
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具有 创造 性 的 数学 论文 , 它 要 求 作者 在 某 个 领域 . 某 个 方向 或 
在 某 项 专门 技术 上 有 明显 的 突破 性 的 研究 ,从 中 发 现 别人 没有 发 
现 或 没有 涉及 的 问题 ,取得 了 创造 性 的 成 果 。 

回 确立 的 课题 新 

具有 创见 性 的 数学 论文 是 指 作 者 利用 已 有 的 理论 和 方法 解决 
了 新 的 问题 ,取得 新 的 研究 成 果 ; 或 将 其 他 学 科 理 论 .方法 引入 本 
学 科 , 解 决 了 本 学 科 中 有 价值 的 问题 ;或 从 不 同 角度 上 揭示 出 某 种 
新 规律 、 新 方法 。 

(3) 实用 性 

数学 论文 是 数学 工作 者 深入 研究 的 结晶 ,不 仅 具 有 一 定 的 学 
术 水 平 ,还 具有 理论 上 的 价值 和 实用 上 的 价值 。 

高 水 平 的 数学 论文 既 丰 富 了 数学 科学 的 理论 ,又 能 解决 高 新 
科学 技术 的 问题 ,转化 为 社会 生产 力 。 

数学 论文 的 实用 性 还 在 于 理论 上 的 价值 ,能 够 指导 实践 ,使 广 
大 数学 工作 者 进一步 认识 数学 教育 .数学 教学 的 本 质 、 把 握 其 规 
律 为 进一步 提高 教学 质量 起 到 "引导 "帮助 "“ 提 供 ” 的 作用 。 

з. 撰写 数学 论文 的 意义 

国内 外 对 数学 论文 写作 十 分 重视 ,把 论文 写作 作为 “信息 传 
递 " 的 基础 科学 , 列 为 大 学 必修 课 . 其 意义 是 不 言 而 喻 的 ,主要 体现 
在 以 下 几 个 方面 : 

(1) 交流 ,传播 科研 成 果 

早 在 1950 年 ,美国 就 开始 在 理工 科大 学 里 开设 科学 技术 写作 
课 , 并 设立 了 博士 ,硕士 学 位 , 写 学 位 论文 ;近期 ,美国 社会 学 家 约 
得 ， 奈 斯 比特 在 (大 趋势 } 一 书 中 , 论 及 工业 社会 向 信息 社会 过 渡 
时 指出 :有 五 种 最 重要 的 事情 应 该 牢记 ,其 中 之 一 就 是 "在 文字 密 
集 的 社会 里 ,我 们 比 以 往 更 需要 具备 基本 的 读 写 技巧 "日 本 的 一 
个 研究 生 院 院 长 在 著作 中 写 到 :经 过 调查 ,许多 理工 科 毕 业 生 认 
为 ,对 他 们 最 有 用 的 且 需 要 加 强 的 课程 "一 是 代数 ,二 是 物理 , 三 
是 写作 ”。 
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我 国 也 越 来 越 重视 理工 科 毕 业 生 的 毕业 设计 、 毕 业 论文 写作 、 
学 位 论文 写作 ,要 求 他 们 是 文理 兼 优 的 “通才 ”。 

高 新 技术 的 本 质 是 数学 技术 , 它 是 由 数学 论文 反映 出 来 的 . 通 
过 论文 的 交流 ,传播 ,能 反映 出 一 个 国家 、 一 所 学 校 的 水平”。 

(2) 提高 数学 工作 者 自身 素质 和 能 力 

数学 论文 的 写作 ,对 于 数学 工作 者 ,是 必须 具备 的 最 基本 的 能 
力 之 一 , 它 是 构成 数学 教育 .数学 教学 和 科研 工作 者 合理 的 智能 结 
构 的 必要 条 件 。 中 国 科学 院 前 院 长 卢 嘉 锡 曾 说 过 :* 一 个 只 会 创造 
不 会 表达 的 人 ,不 能 算 一 个 合格 的 科学 工作 者 .” 因 此 ,作为 数学 工 
作者 ,应 该 把 撰写 数学 论文 视 为 必 备 的 科研 能 力 。 在 撰写 数学 论文 
的 过 程 中 ,会 使 自己 不 断 提高 教学 和 科学 能 力 。 

(3) 培养 教学 .科研 人 才 

数学 工作 者 高 水 平 的 数学 论文 ,在 国内 外 引起 人 们 的 关注 , 解 
决 了 高 新 技术 问题 ,为 国 争光 ,对 指导 、 培 养 年 轻 一 代 发 挥 了 巨大 
EH. 

我 国教 育 界 不 少 工作 在 第 一 线 的 教师 之 所 以 能 在 全 省 或 全 国 
具有 很 高 的 知名 度 , 这 不 但 与 他 积极 从 事 教育 有 强烈 的 事业 心 相 
关 , 也 与 他 们 发 表 的 数学 论文 ,取得 的 科研 成 果 有 一 定 关 系 。 也 可 
以 这 样 说 ,他 们 结合 教学 .科研 不 断 探索 .创作 ,渗透 着 自己 的 心 
血 ,是 自我 培养 .自我 提高 的 过 程 ,他 们 刻苦 创作 的 精神 ,教育 、 激 
励 着 年 轻 一 代 , 他 们 的 论文 丰富 了 基础 数学 内 容 ,为 提高 教学 质 
量 , 提 高 科研 水 平 ,培养 人 才 做 出 贡献 。 

(4) 为 职务 晋升 创造 条 件 

在 有 关 职 称 评定 ,职务 晋升 的 文件 中 ,明确 规定 了 发 表 论 文 的 
数量 和 刊物 级 别 , 即 科研 成 果 是 晋升 的 重要 依据 之 一 .所 以 撰写 数 
学 论文 ,应 该 是 每 一 位 数学 工作 者 必须 具备 的 一 项 基本 功 。 


二 、 数学 论文 的 类 型 


数学 论文 的 范围 是 广泛 的 。 
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从 发 表 形式 上 看 ,数学 论文 可 以 分 为 两 大 类 :一 类 是 内 部 交流 
的 论文 ,一 类 是 刊物 上 公开 发 表 的 论文 。 

公开 发 表 的 数学 论文 , 按 论文 的 内 容 . 水 平 .价值 .创作 新 意 等 
因素 进行 分 类 ,可 分 为 以 下 几 种 类 型 : 

数学 教学 研究 论文 ; 

数学 思想 方法 论文 ; 

数学 应 用 论文 ; 

数学 专题 研究 论文 ; 

数学 学 位 论文 ; 

研究 简报 。 

学 位 论文 包括 大 学 本 科 生 毕业 论文 (学 士 论文 ), 硕 士 论文 . 博 
士 论 文 ,统称 学 位 论文 。 

上 述 分 类 ,没有 绝对 界线 。 这 样 分 类 有 益 于 论文 的 写作 。 

1. 效 学 教学 研究 论文 

数学 教学 研究 论文 ,是 教师 在 数学 教育 领域 里 ,对 数学 教育 的 
日 的 ,课程 设置 教学 工作 评价 等 方面 的 研究 而 写成 的 文章 ;是 教 
师 在 数学 教学 领域 里 ,改革 教学 内 容 .改进 教学 方法 .数学 理论 研 
究 等 方面 写成 的 文章 。 

这 种 类 型 的 数学 论文 在 教育 工作 者 和 教师 、 教 学 研究 人 员 中 
普遍 应 用 。 

例如 : 

《面向 21 世纪 的 中 国 数学 教育 改革 )( 严 士 健 ); 

《当代 国际 数学 教育 自 的 及 目标 之 比较 》( 范 良 火 ); 

《面向 新 世纪 的 高 中 数学 课程 )( 丁 尔 升 ); 

《数学 教育 现代 化 问题 )( 吴 文俊 ); 

《大 众 数学 势 在 必 行 一 - 兼 论 21 世纪 中 国 数学 教育 展望 研 
究 多 ( 刘 兼 ) 等 论文 在 国内 外 引起 关注 。 

正如 张 学 达 在 421 世纪 中 国 数学 教育 展望 ) 书 中 的 序言 写 到 
“80 年 代 以 来 ,各 发 达 国 家 纷纷 提出 教育 改革 的 报告 .方针 或 方 
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案 . 总 的 来 看 ,是 面向 21 世纪 ,为 适应 高 科技 信息 社会 更 加 剧烈 的 
世界 市 场 竞争 的 需要 。 有 的 ,如 美国 着 重 在 提高 劳动 者 的 素质 ;有 
的 ,如 日 本 强调 个 性 化 ,培养 一 流 的 杰出 人 才 . 从 整个 教育 来 说 , 谁 
既 能 培养 出 合格 的 劳动 者 .又 能 培养 出 一 流 的 杰出 科学 技术 和 经 
济 管理 人 才 , 谁 就 能 占有 21 世纪 。 这 是 我 们 考虑 数学 教育 改革 的 
一 个 首要 的 主导 思想 ”。 

还 有 各 种 数学 刊物 .大 学 学 报 上 发 表 的 论文 

《高 师 数 学 教育 专业 课程 设置 与 教材 建设 》; 

《积分 运算 中 应 注意 的 几 个 问题 》; 

《向 重组 线性 相关 性 的 几 种 证 明 方 法 》; 

《构造 概率 模型 的 解 题 策略 》; 

《 歼 曼 积分 与 勒 贝 格 积分 的 本 质 区 别 } 等 都 是 教学 研究 论文 。 

这 类 论文 对 教育 科研 \ 教 学 研究 、 提 高 教育 质量 .培养 人 才 有 
着 重要 的 指导 意义 ,有 的 具有 相当 商 的 学 术 价 值 . 理 论 价值 和 应 用 
价值 ,贬低 或 回避 这 类 论文 是 不 可 取 的 。 

2. 数学 思想 方法 论文 

数学 思想 方法 论文 ,是 一 种 研究 数学 思想 方法 ,运用 数学 思想 
方法 而 写成 的 文章 。 

这 种 类 型 的 数学 论文 ,是 在 数学 与 哲学 交叉 的 领域 里 ,探讨 、 
揭示 数学 的 思想 方法 .思维 过 程 ,数学 的 发 现 , 创 新 、 发 展 规律 。 窗 
有 哲学 意义 ,突出 数学 中 ,涉及 的 知识 面 广 ,具有 理论 化 ,更 带 有 规 
律 性 ,更 具有 理论 指导 性 。 

ий. 

《数学 观念 的 培养 一 - 数学 思想 方法 大 众 化 研究 之 一 )( 刘 
ж; 

《大 众 数学 与 中 国 古代 数学 思想 )( 张 孝 达 ); 

《强化 整体 意识 ,培养 辩证 思维 》; 

《 浅 谈 加 强 数 学 思想 方法 教学 的 途径 》; 

《数学 教学 中 应 十 分 重视 审美 教育 ); 
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《关于 数学 猜想 的 几 个 问题 ?。 

上 述 论文 都 属于 数学 思想 方法 论文 范畴 。 

3. 数学 应 用 论文 

数学 应 用 论文 ,是 指数 学 应 用 于 实际 ,运用 已 掌握 的 数学 知识 
分 析 、 论 证 数学 自身 和 解决 实际 问题 而 写成 的 文章 。 

数学 应 用 论文 ,其 内 容 突出 数学 应 用 于 实际 ,其 方法 着 重 涉及 
数学 模型 方法 。 这 样 , 数 学 应 用 论文 可 分 为 简单 型 的 和 复杂 型 的 。 
前 者 就 是 作者 运用 已 掌握 的 数学 知识 解决 实际 问题 而 写成 论文 ; 
后 者 是 作者 运用 已 掌握 的 数学 知识 ,对 复杂 的 实际 问题 ,通过 建立 
数学 模型 而 写成 的 论文 。 

这 类 论文 的 功能 在 于 预测 事物 未 来 的 状态 和 变化 ,借助 数学 
模型 事先 推断 某 现象 的 存在 ,再 通过 观察 .实验 .上 机 计算 、 推 证 ， 
去 确认 数学 模型 预见 的 正确 性 ,这 是 现代 科学 的 一 种 重要 手段 。 

例如 ， 

《一 类 条 件 极 值 问 题 的 处 理 》; 

《 微 积分 在 经 济 问题 中 的 应 用 》; 

《简单 排队 问题 的 数学 模型 》; 

《一 类 灰色 投入 产 出 优化 模型 的 设计 与 应 用 》。 

上 述 论文 都 属于 数学 应 用 论文 范畴 。 

4,， 数 学 专题 研究 论文 

数学 专题 研究 论文 ,是 作者 对 数学 学 科 、 边 缘 学 科 特 定 领域 、 
特定 问题 进行 研究 ,对 创造 性 研究 成 果 进 行 理论 分 析 、 论 证 的 文 
章 。 

这 种 类 型 的 数学 论文 的 内 容 、 观 点 .结论 在 所 研究 的 领域 内 ， 
具有 一 定 的 开拓 性 、 创 新 性 ,发 现 有 价值 的 新 问题 .新 方法 、 新 理 
论 .新 规律 ,具有 创造 性 ,具有 一 定 的 理论 高 度 和 应 用 价值 。 

ий. 

《Hamilton 半 群 的 结构 》; 

《完备 向 量 中 凸 集 分 离 定理 》; 


《关于 移 位 自 映射 浑 沌 性 的 简化 证 明 》。 

上 述 论文 都 属于 数学 专题 研究 论文 的 范畴 。 

5. 学 位 论文 

在 我 国学 位 条 例 " 中 明确 规定 : 

毕业 论文 (学 士 论文 ) 是 数学 专业 大 学 本 科 应 届 毕 业 生 ,运用 
所 学 知识 写成 的 数学 论文 ( 详 见 第 六 章 )。 

硕士 学 位 是 一 个 独立 学 位 ,并 具体 提出 了 授予 硕士 学 位 的 学 
术 水 平 为 :在 本 门 学 科 上 掌握 坚实 的 基础 理论 和 系统 的 专门 知识 ; 
具有 从 事 科 学 研究 工作 或 担负 专门 技术 工作 的 能 力 。 硕 士 学 位 论 
文 是 在 教师 指导 下 ,由 研究 生 本 人 独立 完成 的 数学 论文 。 

博士 生 是 我 国人 才 培 养 中 的 最 高 层次 ,授予 博士 学 位 的 学 术 
水 平 为 ;在 本 门 学 科 上 掌握 坚实 宽广 的 基础 理论 和 系统 ,深入 的 专 
门 知识 ,具有 独立 从 事 科学 研究 工作 的 能 力 ; 在 学 科 或 专门 技术 上 
做 出 创造 性 的 成 果 。 博 士 学 位 论文 就 是 博士 生 独 立 完成 的 有 创造 
性 成 果 的 数学 论文 (本 书 对 硕士 论文 ,博士 论文 写作 ,从 略 ) 。 

6 研究 简报 

有 些 数学 专题 研究 论文 常 以 研究 简报 形式 发 表 , 它 区 别 于 其 
他 体裁 论文 内 容 的 鲜明 特点 是 精 、 短 , 快 。 即 内 容 精 , 简 幅 短 ,发 表 
周期 快 。 文 章 只 是 反映 作者 从 事 某 项 学 术 研 究 的 最 主要 的 方法 和 
结论 ,而 握 弃 了 一 般 专 题 论文 中 对 某 个 论点 的 详细 论证 过 程 ,但 作 
者 的 主要 观点 和 独到 的 研究 方法 应 一 目 了 然 。 


第 三 节 数学 论文 创作 的 思考 方法 


数学 论文 的 创作 必须 做 到 两 点 :第 一 要 认真 的 搜集 整理 资料 ， 
积累 知识 ,了 解 他 人 在 该 领域 已 有 哪些 发 现 、. 电 些 成 果 , 当 前 已 研 
究 到 了 何等 程度 ;第 二 是 要 积极 思考 ,根据 自己 研究 的 内 容 , 在 前 
人 已 有 的 观点 中 接受 启发 ,灵活 地 运用 科学 的 思维 方法 进行 创造 
性 的 思考 ,以 实现 新 的 创造 。 
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一 、 资料 的 搜集 整理 


材料 是 构成 文章 的 基本 要 素 之 一 ,是 论文 创作 的 前 提 和 基础 。 
俗话 说 ,“ 巧 妇 难 为 无 米 之 炊 ”, 没 有 材料 ,就 写 不 成 文章 。 

数学 文献 资料 是 人 们 从 事 数学 教育 和 数学 研究 ,从 事 生产 斗 
争 和 科学 实验 所 积累 的 智慧 的 结晶 。 善 于 搜集 资料 是 撰写 论文 必 
备 的 基本 能 力 之 一 。 

1. 资料 的 搜集 

作者 应 平时 留心 各 种 文献 资料 ,建立 自己 的 资料 库 。 

资料 是 多 种 多 样 的 ,诸如 : 

教科 书 、 教 学 参考 书 .数学 分 支 论著 ,数学 刊物 、 大 学 学 报 、 学 
术 会 议论 文集 .数学 专业 手册 等 。 自 备 资 料 是 有 限 的 ,还 要 充分 利 
用 图 书馆 的 藏书 。 

要 经 常 翻阅 图 书 及 期 刊 , 它 可 以 帮助 你 了 解 国内 外 数学 教育 、 
数学 研究 动态 ,获得 新 的 信息 。 例 如 ,学 术 界 公认 的 定论 性 的 学 术 
观点 及 尚未 定论 的 学 术 观 点 ,这 类 材料 可 从 专著 辞典、 文摘 、 教 科 
书 、 学 报 中 查找 。 

通过 查阅 文献 资料 ,可 以 获得 前 人 积累 的 知识 以 及 成 功 的 经 
验 和 失败 的 教训 ,作为 自己 研究 的 依据 ,获得 创作 线索 和 灵感 。 

概念 性 材料 , 即 定义 公式、 定理 , 术 滞 、 数 据 、 图 表 等 ,可 以 从 
综述 性 文章 .辞典 .专业 手册 中 查找 .在 搜集 资料 学 习 资料 的 过 程 
中 ,获得 创作 启迪 。 

有 的 同志 不 善于 搜集 资料 ,除了 课本 ,两 手 空空 , 教 了 一 辈子 
书 ,虽说 教书 有 经 验 ,但 很 少 发 表 论 文 。 据 了 解 ,博士 生 的 学 位 论 
文 , 要 在 某 个 学 科 或 某 个 专题 项 目 有 重要 的 突破 ,有 创造 ,要 参考 
几 十 种 ,甚至 上 百 种 资料 ,属于 自己 突破 的 东西 仅 占 10% 左 右 。 可 
见 , 占 有 大 量 资 料 确实 是 创作 的 前 提 和 基础 。 

2. 资料 的 阅读 

有 了 资料 ,还 要 刻苦 研 读 , 才 能 读 出 新 意 , 读 出 成 绩 , 才 能 为 已 
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所 用 .中 国 自 然 冰 证 法 研究 会 副 理事 长 .知名 哲学 家 李 庆 至 教授 还 
强调 :读书 科学 地 读 ,在 读 中 用 ,在 用 中 读 , 用 要 在 创造 中 用 。 对 于 
学 术 价 值 高 .难度 大 的 书 和 文章 , 先 “ 正 读 ”, 尽 量 从 正面 领会 ,尽量 
吸收 ,继而 “ 反 读 ”, 适 当 从 反面 理解 ,大 胆 扬 弃 。 然 后 “ 合 读 ”, 弃 其 
精 粕 , 吸 其 精华 ,营养 自己 ,发 展 自己 。 

要 拜 人 为 师 , 也 要 苦 书 为 师 。 拜 人 为 师 , 日 的 解 惑 ; 拜 书 为 师 ， 
目的 也 是 解 感 。 首 先 弄 明白 问题 是 什么 ,然后 去 寻找 解答 问题 的 钥 
匙 ,不 断 积累 知识 ,寻找 方法 ,知识 积累 到 一 定 程度 , 难 开 的 锁 也 就 
HFT. 

读书 时 ,要 精 研 细 读 , 一 方面 深 钼 其 理 , 另 一 方面 细 察 其 实 , 即 
不 仅 要 弄 清 其 内 容 实质 ,同时 也 还 要 研究 其 论证 手段 .论证 方法 ， 
从 多 方面 吸取 营养 ,提高 自己 对 问题 的 认识 能 力 和 表达 能 力 。 

读书 时 ,要 善于 发 现 问题 .提出 问题 ,认真 探索 .研究 ,不 放 过 
每 一 个 思维 的 火花 。 

3. 资料 的 整理 

通过 搜集 、 阅 读 ,记录 ,所 得 的 资料 结合 教学 .科研 的 实际 ,对 
资料 进行 综合 分 析 、 比 较 、 鉴 别 , 作 统一 整理 ,为 写作 时 引用 和 参考 
提供 方便 。 

事实 上 , 随 着 对 资料 进行 概括 ,分 析 、 整 理 ,进行 开拓 性 、 创 造 
性 的 思考 ,所 要 写 的 东西 也 就 孕育 产生 了 。 


二 、 创造 性 的 思维 


创造 性 思维 是 人 类 高 级 的 思维 活动 。 它 不 仅 能 揭露 事物 的 本 
质 及 内 在 联系 ,而 且 可 以 产生 出 新 颖 、 独 特 的 思想 和 成 果 。 在 数学 
论文 创作 过 程 中 ,直接 依赖 于 数学 思维 能 力 的 提高 ,借助 灵感 思维 
来 实现 。 
1. 数学 概括 
数学 概括 是 指 在 思想 上 把 具有 相同 的 本 质 特性 的 事物 联系 起 
来 ,把 被 研究 对 象 的 本 质 特性 推广 为 范围 更 广 的 包含 这 个 对 象 的 
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同类 事物 的 本 质 特 性 。 

数学 概括 ,可 分 为 完全 性 概括 和 非 完 全 性 概括 ,前 者 起 到 “ 整 
理 " 作 用 ;而 后 者 是 由 特殊 到 一 般 和 未 知 的 概括 ,具有 产生 新 的 认 
识 的 作用 ,具有 创造 性 因素 。 

要 写 出 好 的 文章 ,作者 应 具备 形成 数学 概括 能 力 和 形成 数学 
通则 、 通 法 的 概括 能 力 。 

形成 数学 通则 、 通 法 的 概括 , 即 在 思维 活动 中 ,依据 实践 材料 
和 背景 知识 ,对 事物 的 属性 进行 分 析 ,抽象 出 本 质 属性 并 上 升 为 概 

形成 数学 通则 、 通 法 的 概括 , 即 在 思维 活动 中 ,注意 教学 .科研 
中 数学 知识 的 运用 规律 ,对 其 中 的 一 些 普通 的 准则 、 方 法 进行 总 
结 、 提 炼 ,形成 数学 通则 和 通 法 。 


2. 数学 抽象 
数学 的 特点 之 一 ,就 是 内 容 的 抽象 性 。 
根据 某 问题 的 特点 ,对 某 一 数学 对 象 进 行 属 性 、 特 性 的 抽象 ， 


具有 这 种 能 力 称 为 发 现 属性 能 力 ;对 资料 系统 进行 各 种 关系 的 抽 
象 ,具有 这 种 能 力 称 为 发 现 关系 的 能 力 ;对 两 类 不 同 材料 中 的 共性 
进行 抽象 ,具有 这 种 能 力 称 为 发 现 相似 性 的 能 力 。 

要 写 出 好 文章 ,作者 应 具备 上 述 抽象 能 力 ,掌握 由 具 笨 到 抽 
象 .再 由 抽象 到 具体 的 思维 的 辩证 方法 。 

з. 数学 推理 

推理 就 是 根据 判断 闻 的 关系 ,以 一 个 或 几 个 已 有 的 判断 ,作出 
一 个 新 的 判断 的 思维 形式 。 

一 般 分 为 两 类 :一 类 是 推理 的 前 提 与 结论 之 间 有 必然 性 联系 
的 推理 , 即 当 前 提 为 真 时 ,结论 必 为 真 的 推理 , 称 为 演绎 推理 ; 另 一 
类 是 前 提 与 结论 之 间 有 或 然 性 联系 的 推理 , 即 当 前 提 为 真 时 ,结论 
只 有 或 然 为 真 的 推理 , 称 为 归纳 推理 。 

简 言 之 ,演绎 是 从 一 般 到 特殊 的 方法 ;归纳 是 特殊 到 一 般 的 方 
法 。 即 由 资料 ,经 过 归纳 产生 出 某 个 结论 的 方法 。 
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在 思维 活动 中 ,归纳 以 演绎 为 前 导 , 演 绎 以 归纳 为 基础 ,相互 
为 前 提 ,相互 促进 。 

4. 数学 化 归 

数学 化 归 就 是 将 待 解决 或 未 解决 的 问题 ,通过 转化 归结 为 一 
个 已 经 能 解决 的 问题 ;或 归结 为 一 个 已 知 的 ,具有 既定 解决 方法 和 
程序 的 问题 , 求 得 原 问 题解 决 的 思想 方法 。 

结合 教学 .科研 ,思维 的 过 程 框图 如 图 1-1 所 示 。 


图 1-1 
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由 此 可 见 , 要 写 出 好 文章 ,作者 应 具备 数学 化 归 能 力 , 即 数 学 
转化 能 力 、 识 别 模式 能 力 、 数 学 变 式 能 力 , 从 而 达到 问题 的 解决 。 

5 发散 思维 与 收敛 思维 

发 散 思维 是 一 种 取得 合理 设想 或 猜想 的 思维 形式 , 它 包 括 联 
想 ,想像 ,模拟 ,类 推 和 直观 推理 。 

简 育 之 ,发 散 思维 是 抓 到 一 个 问题 或 围绕 一 个 中 心 , 以 联想 思 
维 的 方法 , 尽 可 能 广泛 地 从 头脑 中 探索 与 它 相关 的 问题 。 

发 散 思维 是 一 种 开拓 性 、 创 新 型 的 思维 ， 其 思维 灵敏 迅速 ,能 
在 短 时 间 内 考虑 较 多 的 概念 ,能 随机 应 变 、 触 类 旁 通 , 能 从 新 的 角 
度 , 以 新 观点 去 认识 问题 ,反映 问题 ,对 问题 表现 出 超常 的 独特 见 
ж. 

реа РАУ ЕЕЕ AE 
以 集中 , 收 东 ,在 它们 彼此 的 相互 作用 中 * 创 造 " 出 一 个 新 的 、 合 理 
的 逻辑 思维 。 

数学 创造 性 思维 的 过 程 , 即 逻 辑 思维 与 非 逻辑 思维 的 统一 ,发 
散 思维 与 收敛 思维 的 统一 ,在 这 样 的 交互 作用 下 ,在 创造 性 思维 的 
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前 期 ,为 了 尽 可 能 获得 各 种 设想 ,需要 进行 发 散 思维 ,这 时 需要 掌 
握 较 多 的 思维 方式 与 构造 技法 ;而 在 创造 性 思维 的 后 期 ,由 于 设想 
已 出 现 , 就 需要 进行 收敛 思维 加 以 第 选 与 验证 。 

著名 数学 专家 徐 利 治 教授 指出 :数学 上 的 新 思想 、 新 概念 .新 
方法 往往 来 源 于 发 散 思维 ,而 继 之 以 严格 的 逻辑 思维 , 即 收敛 思 
维 。 他 概括 出 创造 能 力 公式 : 

创造 能 力 一 知识 量 X 发 散 思 维 能 力 

由 此 可 见 , 知 识 量 越 大 , 则 联想 .类 比 ,想像 的 空间 就 越 广 ,从 
而 撰写 的 数学 论文 就 越 富有 创造 性 。 

6. 定量 思维 

当代 科技 的 一 个 突出 特点 是 定量 化 。 

在 许多 现代 化 的 设计 和 控制 中 ,从 一 个 大 工程 的 战略 计划 、 新 
产品 的 制作 ,成 本 的 结算 .施工 ,验收 ,直到 储存 .运输 .销售 和 维修 
等 ,都 必须 十 分 精确 地 规定 大 小 \ 方 法 .时 间 、 速 度 等 数字 指标 。 四 
此 ,精确 定量 思维 是 对 当代 科学 技术 人 员 的 要 求 。 

所 谓 定量 思维 ,是 指 从 实际 中 提炼 数学 问题 , 摘 象 化 为 数学 模 
型 , 求 出 此 模型 的 解 或 近似 解 ,然后 回 到 现实 中 检验 ,必要 时 修改 
模型 ,使 之 更 切合 实际 ,最 后 编制 解 题 的 软件 包 , 以 便 得 到 更 广泛 
的 应 用 。 

由 此 可 见 ,要 写 出 好 的 论文 ,不 仅 应 具备 各 种 思维 能 力 , 而 且 
在 种 种 数量 指标 中 ,创作 出 最 优化 方案 ,使 数学 科学 更 好 地 解决 高 
新 科学 技术 问题 ,在 这 样 的 过 程 中 ,一 定 会 创作 出 高 水 平 的 数学 论 
文 。 


第 四 节 数学 论文 撰写 的 形式 


为 使 数学 论文 规范 化 ,提高 论文 质量 ,便于 存储 、 传 播 .学 术 交 

流 ,作者 应 依据 国家 颁布 的 有 关 规定 ,结合 刊物 编辑 的 具体 要 求 ， 

确定 数学 论文 撰写 的 形式 .至 于 某 篇 论文 采用 何 种 形式 ,往往 需要 
+17. 


根据 论文 所 要 表达 的 内 容 ,以 及 作者 本 人 的 思维 方式 ,灵活 选择 扎 
写 的 形式 。 

论文 的 内 容 和 形式 是 辩证 的 统一 ,论文 撰写 的 形式 也 可 以 是 
多 种 多 样 的 。 


一 、 论文 的 结构 


为 了 表达 文章 的 主题 ,把 写作 材料 恰当 地 安排 在 适当 的 格式 
里 ,这 种 布局 就 是 论文 的 一 般 形式 (格式 )。“ 布 局 "也 就 是 论文 的 结 
构 , 即 文章 内 部 的 组 织 、 构 造 。 

论文 的 结构 是 很 重要 的 。 人 们 常 说 :主题 是 文章 的 “灵魂 ”, 材 
料 是 文章 的 “血肉 ”结构 是 文章 的 "骨骼 ”。 

数学 论文 的 结构 一 般 由 下 列 部 分 组 成 ， 

标题 

署名 

摘要 

关键 词 

引言 

理论 分 析 

材料 和 方法 

实验 结果 的 分 析 与 比较 

结果 的 讨论 

结论 

致谢 

参考 文献 

附录 

注释 

前 五 项 是 论文 前 导 部 分 的 形式 :中间 五 项 是 论文 论证 部 分 的 
形式 ;后 四 项 是 论文 附属 内 容 的 形式 。 

上 述 论文 的 一 般 形式 ,能 够 较 好 地 解释 事物 本 质 属性 、 内 在 联 
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系 和 客观 规律 ,有 着 较 强 的 逐 辑 顺序 性 .但 是 ,在 实际 写作 中 ,作者 
应 遵从 内 容 和 形式 辩证 统一 的 法 则 , 尽 可 能 以 较 短 的 篇 幅 、 精 干 的 
结构 来 表达 研究 过 程 和 研究 成 果 。 

根据 上 述 原则 ,数学 论文 的 结构 可 简化 为 : 

标题 

署名 

摘要 

关键 词 

引言 

ЕХ 

结论 

参考 文献 

以 及 前 四 项 的 英语 译文 。 


二 、 论文 结构 各 项 的 要 求 


下 面 将 对 数学 论文 结构 组 成 部 分 的 各 项 的 含义 撰写 编排 的 
基本 要 求 ,注意 事项 逐一 加 以 说 明 。 

1. 标题 

(1) 确定 标题 的 意义 

标题 ,又 叫 题目 (或 总 标题 ,以 区 别 于 层次 标题 ), 它 是 以 恰当 、 
简明 的 词组 反映 文章 主要 内 容 的 逻辑 组 合 。 

标题 是 文章 的 前 额 与 眼睛 ,是 牵动 全 文 神经 的 关键 ,是 一 篇 论 
文 的 缩影 ,提纲 的 提纲 ", 对 论文 内 容 具 有 重要 的 提示 作用 。 好 的 
标题 ,能 显示 出 论文 "水平 " 的 层次 ,吸引 读者 ,甚至 被 "文摘 "。 

(2) 确定 标题 的 要 求 

中 准确 得 体 

标题 应 能 准确 地 表达 论文 的 中 心 内 容 ,恰如其分 地 反映 研究 
的 范围 和 达到 的 深度 .不 能 使 用 笼统 、 泛 指 性 很 强 的 词语 和 华 而 不 
йй. 
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常见 的 毛病 是 : 面 大 、 一 般 化 、 拔 高 等 。 

例如 ,标题 : 

《 论 数学 教育 的 改革 》, 面 大 ; 

《数学 课堂 教学 的 几 点 体会 ), 一 般 化 ; 

《对 行列 式 计算 技巧 的 研究 }, 氢 高 。 

O 简短 精练 

标题 应 简明 。 使 读者 印象 鲜明 ,便于 记忆 和 引用 。 

中 文 标题 一 般 以 不 超过 20 个 字 为 宜 , 英 文 标题 应 与 中 文 标题 
相 吻 合 。 

© 选 词 准确 

标题 的 文字 要 求 很 高 , 言 简 意 明 , 必 须 符合 语法 .修辞 和 逻辑 
规则 。 应 尽量 避免 使 用 不 规范 的 缩 赂 语 、 字 符 、 代 号 和 公式 等 。 

2. 署名 

署名 是 作者 文责 自负 和 拥有 著作 权 的 标志 。 作 者 的 名 字 或 课 
题 组 的 名 称 与 工作 单位 一 起 置 于 标题 下 方 . 署 名 一 般 不 超过 6 А. 

要 正确 处 理 个 人 署名 、 多 作者 署名 间 的 关系 ,做 到 实事 求 是 。 

з. 摘要 

《1) 摘要 的 含义 和 作用 

摘要 也 叫 内 容 提要 。 摘 要 是 对 论文 的 内 容 不 加 注释 和 评论 的 
简短 陈述 ,内 容 包括 研 \ 方 法 、 结 果 和 结论 等 .其 作用 是 便于 
读者 阅读 ,为 科技 文献 检索 。 

(2) 摘要 分 类 

O 报道 性 摘要 

报道 性 摘要 即 资料 性 摘要 或 情报 性 摘要 。 它 用 来 报道 论文 作 
者 的 主要 研究 成 果 , 向 读者 提供 论文 中 全 部 创新 内 容 和 尽 可 能 多 
的 定量 或 定性 的 信息 。 

加 指示 性 摘要 

指示 性 摘要 即 概述 性 摘要 或 简介 性 摘要 。 它 只 简要 地 介绍 论 
文 的 论题 ,或 者 概括 地 表述 研究 的 目的 ,使 读者 对 论文 的 主要 内 容 
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有 一 个 概括 的 了 解 。 

(3) 摘要 的 写作 要 求 

根据 有 关 规 定 , 摘 要 写作 要 求 如 下 : 

O 用 第 三 人 称 来 写 

摘要 作为 一 种 文体 ,应 具有 独立 而 完整 的 结构 ,语意 连贯 , 结 
构 严密 。 摘要 是 完整 的 短文 ,可 以 独立 使 用 。 摘要 只 能 用 第 三 人 称 
而 不 用 其 他 人 称 来 写 。 

@ 摘要 要 规范 

摘要 中 不 含 注释 和 评语 ,内 容 连贯 ,不 分 段落 。 并 应 尽 可 能 采 
用 专业 术语 ,避免 使 用 非 专业 语言 ,特别 是 政治 口号 之 类 ,摘要 一 


般 不 用 图 表 。 

图 一 般 水 平 的 数学 论文 ,可 以 写 指示 性 摘要 ,但 多 数 刊物 不 
要 求 写 摘要 。 

摘要 的 篇 幅 因 文 而 异 , 一 般 以 几 十 个 字 到 三 百 字 为 宜 。 
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标题 ”完备 向 量 格 中 的 凸 集 分 离 定理 

摘要 本 文 提出 完备 向 量 格 中 凸 集 分 离 的 充 要 条 件 , 由 此 分 
别 推出 凸 规划 Kuhn 一 Tucker 定理 及 广义 Farkas 定理 中 的 充 要 
条 件 。 

此 摘要 为 报道 性 摘要 。 言 简 意 明 ,完整 统一 。 

标题 求 概率 的 模型 方法 

摘要 ”本文 针 对 概率 论 中 概念 抽象 习题 难 做 、 应 用 方法 不 易 
掌握 等 独特 之 处 ,运用 概率 模型 的 思想 方法 ,揭示 出 求 概率 的 规 
律 。 

此 摘要 为 简介 性 摘要 。 

摘要 作为 论文 的 一 个 组 成 部 分 , 列 于 作者 署名 与 关键 词 之 间 。 

4. 关键 词 

关键 词 是 指 从 论文 的 正文 .摘要 中 抽出 的 ,并 在 表达 论文 的 内 
容 、 主 题 等 方面 具有 实际 意义 ,起 关键 性 作用 的 名 词 术语 。 一 般 每 
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篇 论文 的 关键 词 3~8 个 。 
关键 词 作为 论文 的 一 个 组 成 部 分 , 列 于 摘要 段 之 后 。 
5. 引言 
а) 引言 的 含义 和 内 容 
论文 的 引言 也 叫 绪论 。 也 可 以 说 ,引言 即 文章 的 开头 。 
引言 的 内 容 包括 研究 的 理由 ,目的 和 背景 ;理论 依据 \ 实 验 基 
础 和 研究 方法 ;预期 的 结果 及 其 地 位 、 作 用 和 意义 ,向 读者 交代 研 
究 的 来 龙 去 脉 ,对 论文 先 有 一 个 总 体 的 了 解 。 
(2) 引言 的 写作 要 求 
ORMER RHEA 
引言 中 ,要 根据 研究 课题 的 具体 情况 确定 一 述 重点 ,主要 写 好 
研究 的 理由 ,目的 ,方法 和 预期 结果 , 言 简 意 明 。 
加 开门 见 山 ,不 绕 转子 
文章 的 开头 写法 要 开门 见 山 ,直截了当 ,一 起 笔 就 切 题 , 扣 题 
越 紧 越 好 ,不 要 拐弯 抹 角 HKA, SARR. 
图 实事 求 是 , 少 用 套话 
引言 中 的 评价 ,要 实事 求 是 , 切 鼠 “国内 先进 水 平 "等 用 语 ; 少 
用 套话 ,不 使 用 “水 平 有 限 ”"“ 抛 砖 引 玉 ”"、“ 敬 请 读者 批评 指正 ”等 
词语 。 
引言 不 要 与 摘要 雷同 ,成 为 摘要 注释 ,并 注意 避免 公式 推导 、 
方法 介绍 。 
数学 论文 也 可 以 不 写 * 引 言 "二 字 ,此 时 ,往往 用 小 段 文字 令 述 
代替 引 言 的 效用 。 
引言 一 般 不 编 层次 序号 .作为 论文 的 组 成 部 分 , 列 于 关键 词 之 
后 。 
例如 : 
标题 ” 非 完整 系统 在 随机 初始 条 件 下 的 响应 
引言 
科学 和 工程 中 随机 过 程 的 研究 是 动力 学 中 的 重要 课题 ,并 已 
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取得 重要 进展 ,然而 大 多 数 研究 还 只 限于 完整 力学 系统 。 本 文 
中 研究 具有 随机 初始 条 件 的 非 完整 系统 响应 的 统计 规律 。 

该 文 “引言 "符合 上 述 要 求 ,用 语 不 多 , 言 简 意 明 , 读 后 对 整 篇 
文章 有 了 大 致 而 明确 的 了 解 。 

再 如 : 

标题 ”积分 运算 中 应 注意 的 几 个 问题 

该 文 没有 写 * 引 言 " 二 字 , 直 截 了 当地 写 道 : 

本 文 指出 在 积分 运算 中 易 忽 视 的 几 个 问题 ,并 指出 书 [1]、 
[2]、[3] 中 几 处 错误 。 

开门 见 山 , 言 简 意 明 , 既 代替 了 “引言 ", 又 是 文章 的 好 开头 。 

6， 理 论 分 析 

理论 分 析 , 也 称 基本 原理 。 它 包括 论证 的 理论 根据 ;对 所 作 的 
假设 与 合理 性 进行 论证 ;对 于 分 析 方 法 (特别 是 自己 创新 的 部 分 ) 
的 说 明 等 。 

其 要 点 是 :假说 ,前 提 条 件 .分 析 对 象 适 用 的 理论 ,分 析 的 方 
法 、 计 算 的 过 程 等 。 

7. 材料 和 方法 

这 里 着 重 指 实验 对 象 .实验 材料 的 性 质 和 特性 ;选取 的 方法 和 
处 理 方法 ;实验 的 目的 、 效 果 等 。 

8. 实验 结果 的 分 析 与 比较 

这 里 论文 的 价值 所 在 .是 论文 的 关键 部 分 。 

这 一 部 分 的 特点 是 以 图 表 等 手段 整理 实验 结果 ,分 析 结 论 的 
可 靠 性 、 再 现 性 与 普遍 性 ,对 实验 结果 与 理论 计算 结果 的 差异 进行 
分 析 等 。 

9. 结果 的 讨论 

这 一 部 分 的 特点 是 对 结果 作出 解释 ,表明 论文 中 对 现 有 成 果 
有 所 发 展 和 深入 的 地 方 ;指出 自己 的 成 果 与 他 人 研究 成 果 的 异同 ; 
讨论 所 研究 的 问题 中 尚未 定论 之 处 ,提出 新 的 研究 方向 和 问题 。 

上 述 “ 理 论 分 析 "、…“ 材 料 和 方法 "“ 实 验 结果 的 分 析 与 比较 ”、 
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“结果 的 讨论 ", 一 般 归于 正文 的 范畴 。 
10. 正文 
(1) 正文 写作 要 求 
正文 , 即 一 篇 论文 的 核心 部 分 ,在 论文 中 占 主要 篇 幅 。 对 正文 
部 分 写作 的 总 的 要 求 是 : 
O 论点 明确 ,论据 充分 ,论证 合理 ; 
О 事实 明确 ,数据 准确 ,计算 准确 ,语言 准确 ; 
图 内 容 丰 富 ,文字 简练 ,避免 重复 .繁琐 ; 
@ 条 理 清楚 ,逻辑 性 强 , 表 达 形 式 与 内 容 相 适 应 。 
(2) 正文 写作 注意 事项 
外 层次 标题 
层次 标题 是 指 除 论文 的 标题 外 的 不 同 级 的 分 标题 。 分 标题 应 
简短 明确 ,不 超过 15 个 字 为 宜 。 
同一 层 的 标题 ,应 尽 可 能 “排比 ", 即 词组 结构 相近 ,意义 相关 ， 
语气 一 至 ,各 层 标题 一 律 用 阿拉 伯 数 字 连 续 编号 ;不 同 层次 的 数字 
之 间 用 下 圆 点 “. "相隔 , 末 位 数字 后 面 不 加 标点 。 
例如 :“1”,“2. 1”,“3. 1. 2” 等 。 
各 层次 的 序号 均 左 项 格 编排 ,后 空 一 个 字 长 接 排 标题 ;各 层 标 
题 要 醒目 ,其 字体 与 非 标题 有 明显 的 区 别 。 
@ 插图 
图 要 精 选 ,切忌 与 文字 和 表 重复 .一般 要 有 图 序 和 图 题 。 一 篇 
论文 中 ,如 果 有 2 个 以 上 的 插图 ,图 序 应 连续 编号 .图 题 简明 确切 ， 
末尾 不 如 句号 ,连同 图 号 置 于 图 下 。 图 应 精心 设计 与 绘制 ,大 小 适 
中 ,并 靠近 相应 的 正文 。 曲 线 图 纵横 坐标 须 注 “ 基 、 标 准 规定 的 符 
号 ,单位 ”。 
© ж 
表 一 般 有 表 序 与 表 题 。 一 篇 论文 中 如 果 有 2 个 以 上 表格 , 表 序 
应 连续 编号 , 表 题 应 简明 确切 ,未 尾 不 加 句号 ,连同 表 号 置 于 表 的 
上 方 。 表 内 一 栏 数字 须 上 下 对 齐 , 表 内 不 宜 用 “同上 ”、“ 同 左 " 等 类 
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似 语 。 

四 量 和 单位 

使 用 各 种 量 、 单 位 和 符号 ,要 符合 国家 规定 。 量 的 符号 一 律 用 
ВНЕ. 单位 的 符号 采用 国际 符号 ,并 一 律 用 正体 . 图 表 中 用 符号 表 
示 数 值 的 量 和 单位 ,一 般 用 基 与 单位 的 比值 表示 ,如 m/kg, 一 系 
列 的 同类 量 并 列 时 ,可 在 最 末 一 个 数值 后 标注 单位 ,如 3、5、6kg。 

加 数字 用 法 

凡是 可 以 使 用 阿拉 伯 数 字 且 很 得 体 的 地 方 , 均 用 阿拉 伯 数 字 。 
公历 世纪、 年代 、 年 .月 .日 .时 刻 和 各 种 记 数 与 计量 , 均 用 阿拉 伯 
数字 .年 份 不 简写 ,如 1998 年 不 写成 98 年 ,避免 文中 出 现今 年 ”、 
“后 年 "等 字样 。 日 期 可 采用 缩写 形式 ,如 1998 一 03 一 18。 而 两 个 邻 
近 的 数字 作为 词组 时 , 均 用 汉字 数字 ,如 七 八 天 。 

®© 外 文字 母 的 书写 规则 

外 文字 母 须 注 意 正 斜 体 . 大 小 写 . 黑 白 体 和 上 下 角 标 。 

正体 用 于 计量 单位 和 用 于 构成 十 进位 数 的 SI 词 头 符号 ,数学 
公式 中 的 运算 符号 和 函数 等 。 

回 汉字 和 标点 符号 

文句 要 求 通顺 、 精 练 ,符合 语法 规则 ,而 文中 汉字 一 律 使 用 规 


范 的 简化 汉字 ,一 般 不 使 用 已 废 除 的 繁体 字 。 

标点 符号 的 使 用 应 符合 “标准 符号 的 用 法 ”的 规定 。 

并 列 的 外 文 符号 或 数字 ,其 间 不 用 顿 号 。 

п. 结论 

结论 是 论文 最 终 的 ,总 体 的 总 结 , 又 称 结束 语 、 结 语 。 它 是 从 正 
文部 分 的 全 部 内 容 出 发 ,并 涉及 引言 的 部 分 内 容 ,经 过 判断 .归纳 、 
推理 等 过 程 而 得 到 的 新 的 总 观点 。 其 内 容 要 点 是 : 

(1) 本 研究 结果 说 明了 什么 问题 ; 

《2) 本 研究 结果 解决 了 什么 理论 或 实际 问题 ; 

(3) 本 研究 结果 得 出 什么 规律 性 的 东西 ; 

(4) 还 有 什么 问题 需要 进一步 研究 .讨论 。 
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结论 的 写法 应 准确 ,完整 .明确 、 精 练 ,结论 应 与 摘要 .引言 相 
呼应 。 

事实 上 ,高 水 平 的 论文 写 * 结 论 " 部 分 ,多 数论 文 不 写 * 结 论 "二 
字 , 而 是 根据 正文 的 过 辑 推理 , 顺 其 自然 地 与 摘要 、 引 言 相 呼应 而 
结尾 。 

12. 致谢 

科研 工作 常常 需要 多 方面 的 指导 和 帮助 才能 完成 ,因此 , 当 科 
研 成 果 以 论文 形式 发 表 时 ,有 时 需要 对 他 人 劳动 给 予 充分 肯定 ,并 
郑重 地 以 书面 形式 表示 感谢 。 

致谢 的 言辞 应 该 恳切 ,实事 求 是 ,恰如其分 ,而 不 应 失 之 浮 奋 
或 单纯 的 客 套 。 

13. 参考 文献 

为 了 反映 论文 的 科学 依据 和 作者 尊重 他 人 研究 成 果 的 严肃 态 
度 , 以 及 向 读者 提供 有 关 信息 的 出 处 , 文 后 应 列 出 参考 文献 。 著 录 
的 参考 文献 是 作者 亲自 阅读 、 摘 引 过 的 主要 的 , 且 发 表 在 正式 出 版 
物 上 的 文献 。 

参考 文献 的 著录 按 论文 中 引用 顺序 排列 ,序号 不 加 标点 符号 ， 
后 空 一 个 字 格 。 每 条 著录 结尾 处 不 加 标点 。 


参考 文献 的 著录 按 * 著 者 /文献 名 称 /出 版 事项 "顺序 排列 。 
下 面 各 选 一 例 , 便 于 参考 。 


参考 文献 


[1] 周作 领 转移 自 映射 的 率 动 性 态 . 数学 学 报 ,1987,30(2):284 一 288 
[2] 王 宁 康 编 .分 布 参数 控制 系统 . 北京 :科学 出 版 社 ,1986. 
[3] Jordan Р C. Chemical Kinetics And Transport. Plenum Press, 1979; 
214 

14. 附录 

有 些 材料 编 入 文章 主体 ,会 有 损 于 编排 的 条 理性 和 逻辑 性 或 
有 碍 于 文章 结构 的 紧凑 和 突出 主题 ,为 使 文章 的 完整 ,可 将 这 些 材 
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料 编排 于 全 文 的 末尾 。 

附录 的 序号 用 A,B,C,… 系 列 ,如 附录 A, 附 录 B,…。 附录 中 
的 公式 ,图 . 表 的 编号 分 别 用 (Al1),(A2),… 系 列 ;图 Al, 图 A2,… 
系列 : 表 ALAZ e RA. 

不 随 文 列 出 的 注释 ,标注 号 应 注 在 需要 注释 的 词 , 词 组 或 文句 
的 上 角 。 标注 符号 可 用 加 半 个 圆 括号 的 阿拉 伯 数 字 1),2),… 或 星 
号 "* "注释 内 容 应 置 于 该 页 地 脚 , 并 用 10 个 字 长 正 线 与 正文 隔 
开 。 

表 的 注释 一 般 注 于 表 的 底线 下 ,图 的 注释 -- 般 注 于 图 题 下 ;各 
条 注释 之 间 用 ”;" 隔 开 。 

属于 国家 自然 科学 基金 资助 的 项 目 ,其 论文 应 在 首页 的 地 肢 
注 明基 金 资 助 的 名 称 。 

我 们 知道 ,内 容 和 形式 是 辩证 的 统一 体 。 内 容 在 不 断 地 发 展 ， 
形式 是 为 内 容 服务 的 ,我 们 创作 的 数学 论文 ,总 是 希望 尽量 以 较 短 
的 篇 幅 , 较 少 的 项 目 反映 出 科研 成 果 。 因 此 ,在 实际 写作 中 ,论文 的 
结构 可 以 灵活 简化 为 : 

标题 

署名 


摘要 
хи ш 
ЕХ 
结论 
参考 文献 
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第 二 章 ”数学 教学 研究 论文 


在 第 一 章 里 ,我 们 从 当代 数学 发 展 的 趋势 出 发 ,系统 地 论述 了 
数学 论文 的 写作 意义 、 数 学 论文 的 类 型 .数学 论文 创作 的 思考 方 
法 ,数学 论文 的 结构 及 其 要 求 ,在 此 基础 上 ,从 本 章 开始 ,我 们 将 对 
不 同类 型 数学 论文 的 写作 技法 ,进行 具体 的 分 析 ,研究 。 


第 一 节 论文 内 容 的 选择 


我 们 专访 过 不 少 老 , 中 、 青 年 教师 , 谈 起 写 论文 , 常 听 到 这 样 的 
议论 :在 中 学 、 大 学 里 教 了 几 十 年 的 书 ,总 觉得 没有 什么 写 的 ,又 没 
有 什么 创造 和 发 明 , 写 什么 呢 ? 

诚然 ,这 是 教师 之 谦 。 但 是 ,也 反映 出 教师 们 对 数学 论文 写作 
的 认识 问题 。 

事实 上 ,数学 教学 研究 论文 内 容 的 选择 有 着 广阔 的 天 地 ,有 许 
多 问题 需要 我 们 深入 探讨 和 研究 。 


一 、 数 学 教育 改革 


1. 遵循 的 原则 

数学 教学 研究 论文 内 容 的 选择 ,省 于 数学 教育 改革 和 数学 教 
学 研究 。 

在 研究 .探讨 的 过 程 中 ,作者 必须 以 党 和 国家 的 教育 方针 、 峡 
证 唯物 主义 世界 观 为 指导 。 

“教育 必须 为 社会 主义 现代 化 服务 ,必须 同 生产 劳动 相 结合 ， 
培养 德 , 智 . 体 全 面 发 展 的 建设 者 和 接班 人 ”, 党 的 教育 方针 提出 了 
教育 的 目的 方法、 途径 和 目标 ;“ 教 育 体制 改革 的 根本 目的 是 提高 
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民族 豪 质 ,多 出 人 才 , 出 好 人 才 ”; 教 育 要 “面向 现代 化 ,面向 世界 ， 
面向 未 来 ";“ 教 育 要 改革 同 社会 主义 现代 化 不 相 适 应 的 教育 思想 、 
教育 内 容 、 教 育 方法 "等 ,这 都 是 撰写 论文 的 指导 思想 ,应 遵循 的 原 
则 。 

2. 在 矛盾 中 思考 

在 上 述 原则 指导 下 .论文 内 容 的 选择 ,应 在 矛盾 中 思考 。 

数学 科学 在 本 世纪 得 到 空前 发 展 ,特别 是 数学 各 学 科 、 数 学 与 
其 他 学 科 之 间 的 相互 渗透 空前 加 强 ; 数 学 的 应 用 不 仅 形成 了 一 大 
批 新 的 应 用 数学 学 科 ( 如 信息 论 .控制 论 .运筹 学 、 应 用 概率 统计 、 
经 济 数学 .金融 数学 ……), 而 且 结 合计 算 机 的 应 用 ,形成 数学 技 
术 。 数 学 不 仅 仍然 发 挥 基础 和 应 用 基础 的 巨大 作用 ,而 且 成 为 现代 
社会 中 不 可 替代 的 关键 技术 ,成 为 综合 国力 的 一 个 重要 组 成 部 分 。 

但 是 ,在 社会 上 多 数 人 还 不 理解 ,忽视 数学 的 巨大 作用 ,对 数 
学 教育 认识 不 足 , 重 视 不 够 。 表 现在 ; 

D 高 考 的 体制 和 社会 压力 ,导致 中 学 数学 教育 围绕 高 考 转 ， 
似乎 中 学 生 学 习 数学 是 为 了 升 大 学 ,不 愿 升学 的 就 不 愿 学 习 数学 ， 
这 样 ,不 论 升学 与 否 ,学 生 的 数学 索 质 不 能 得 到 真正 的 培养 ， 

(2) 进入 大 学 数学 专业 的 学 生 , 常 常 显得 并 不 具 阁 能 较 好 理 
解数 学 实质 的 素养 ; 

(3) 大 学 非 数学 专业 的 学 生 进 人 专业 以 及 参加 工作 后 ,缺乏 
应 用 数学 解决 问题 的 意识 和 能 力 ; 

(4) 数学 抽象 .难度 大 ,如 何 达到 数学 大 众 化 ,等 等 。 

从 矛盾 中 ,作者 会 发 现 问题 ,会 认识 到 :要 充分 发 挥 数学 在 现 
代 化 建设 中 的 作用 ,为 国家 民族 的 振兴 和 富强 做 出 贡献 ,最 根本 的 
有 效 的 办 法 是 加 强 数学 教育 改革 。 

从 现代 科技 、 社 会 经 济 发 展 的 需要 与 数学 教育 状况 的 矛盾 中 
思考 ,那么 数学 教育 改革 就 是 一 篇 大 文章 。 

3. 从 新 的 角度 研究 数学 教育 改革 

我 们 知道 ,数学 教育 是 研究 教育 规律 的 科学 ,是 数学 与 教育 
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学 ,心理 学 .逻辑 学 哲学、 数学 思想 方法 论 等 多 学 科 交叉 的 学 问 ， 
我 们 已 经 取得 了 数学 教育 和 改革 的 经 验 . 但 是 ,今后 应 当主 要 从 科 
学 教育 的 角度 研究 数学 教育 改革 。 改 变 以 往 就 数学 论 数学 教育 的 
状况 。 即 : 

(1) 从 一 个 新 的 角度 一 一 战略 的 高 度 和 社会 发 展 的 角度 来 考 
察 我 国 的 : 

人 D 数学 教育 的 目标 ; 

О 数学 教育 的 课程 体系 ; 

图 数学 教育 的 教学 内 容 ; 

@ 数学 教育 的 教学 基本 方法 。 

(2) 从 新 的 观点 出 发 ,检查 过 去 ,哪些 是 对 的 ,哪些 是 不 对 的 ， 
如 何 按照 新 的 观点 加 以 充实 、 发 扬 和 改革 。 

只 要 作者 从 新 的 角度 出 发 ,认真 探索 、 刻 苦 钻研 ,新 的 认识 ,新 
的 研究 过 程 . 新 的 结果 就 会 孕育 在 其 中 了 。 

йй. 

数学 教育 目的 的 研究 ; 

数学 教育 思想 的 研究 ; 

数学 课程 设置 的 研究 ; 

数学 教书 育 人 的 研究 ; 

数学 教育 与 提高 国民 素质 的 研究 ; 

数学 教育 目标 与 教育 评价 的 研究 。 

以 上 范围 的 内 容 , 都 是 重要 的 研究 课题 。 

这 一 类 论文 的 要 求 是 很 高 的 , 它 不 仅 能 反映 数学 教育 的 新 思 
想 、 新 观点 、 新 方法 ,具有 科学 性 和 实用 性 ,更 重要 的 在 于 其 较 高 的 
理论 价值 。 有 的 论文 ,引起 国内 外 的 关注 。 

例如 ,已 发 表 的 论文 : 

《面向 21 世纪 的 中 国 数学 教育 改革 》; 

《面向 新 世纪 的 高 中 数学 课 》; 

《关于 数学 教育 目的 问题 的 若干 理论 探讨 》; 
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《数学 教学 要 着 眼 于 人 的 素质 的 提高 3 
《高 师 数 学 教育 专业 的 课程 设置 与 教材 建设 ) 等 论文 ,就 很 好 
地 体现 了 这 一 点 。 


二 、 数学 教学 研究 


随 着 现代 数学 的 发 展 及 数学 教育 改革 的 深化 ,必然 给 数学 教 
学 研究 带 来 新 的 研究 课题 .因此 ,论文 内 容 的 选择 范围 也 是 十 分 广 
阔 的 。 

1. 揭示 教育 、 教 学 规律 

所 谓 教育 规律 ,可 以 概 和 隆 为 :按照 教育 目的 和 培养 目标 进行 管 
理 ; 按 照 认识 事物 的 规律 进行 教学 ;按照 学 生 的 年 龄 和 个 性 特点 进 
行 教育 。 

教学 规律 ,我 国 的 学 者 提出 了 四 条 : 

D 教学 受 社会 发 展 . 人 类 认识 活动 和 青少年 身心 发 展 的 制 
约 的 规律 ， 

(2) 教 与 学 统一 ,教师 的 主导 作用 和 学 生 的 自觉 性 、 主 动 性 相 
结合 的 规律 ; 

(3) 教学 与 教育 、 占 有 知识 和 发 展 能 力 的 统一 及 相互 促进 的 
规律 ， 

《4) 教学 过 程 中 各 种 对 立 点 之 间 和 工作 环节 之 间 组 成 完整 序 
列 和 协调 统一 的 规律 。 

关于 上 述 规律 ,是 作者 ,特别 是 广大 教师 首先 必须 正确 认识 和 
把 握 这 些 规律 ,这 是 论文 内 容 选择 的 依据 ,撰写 教学 研究 论文 要 苯 
循 这 些 规律 ,体现 这 些 规律 .同时 ,还 要 结合 现代 数学 的 特点 (数学 
内 部 各 分 支 间 相 互 渗透 、 数 学 与 其 他 科学 相互 渗透 .计算 机 的 应 
用 ,进一步 探索 ,揭示 新 规律 。 

2. 教材 内 容 的 研究 

我 国 现行 的 大 .中 学 校 数学 教材 ,大 都 是 从 前 苏联 50 年 代 的 
教材 演化 而 来 ,体系 和 内 容 处 理 手法 没有 随 科学 技术 和 社会 发 展 
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而 来 一 个 大 的 改革 ,主要 做 了 一 些 增删 且 主 要 是 删 减 工作 。 因 此 ， 
随 着 高 新 科技 和 社会 经 济 的 发 展 , 教 村 内容、 体系 的 具体 改革 势 在 
必 行 ,是 一 项 细致 ,艰苦 而 富有 创造 性 的 工作 。 

(1) 教育 教学 基本 要 求 

1994 年 国家 教委 印发 了 《普通 高 等 师范 学 校 数学 教育 专业 
(本 科 ) 教 育 教学 基本 要 求 ), 它 是 在 总 结 我 国 高 中 阶段 数学 教育 师 
资 培养 的 历史 经 验 、 分 析 目 前 高 中 阶段 数学 教育 的 实际 状况 、 预 测 
本 世纪 末 至 下 世纪 初 ,高 中 阶段 数学 教育 改革 需求 的 基础 上 ,为 使 
高 师 本 科 数 学 教育 专业 毕业 生 形成 应 具备 的 知识 结构 和 能 力 结构 
而 设计 的 重大 研究 课题 。 

1) 三 个 认 知 层次 的 含义 

在 数学 教育 学 科 知识 与 能 力 方面 的 基本 要 求 中 ,按照 “掌握 ”、 
“理解 ”“ 了 解 ”三 个 基本 认 知 层次 列举 出 必 备 的 知识 要 案 和 能 力 
EK. 

粗略 地 说 ,三 个 认 知 层次 的 含义 是 : 

人 了 解 

了 解 是 关于 认 知 对 象 的 比较 概略 的 整体 性 的 认识 。 它 的 内 容 
是 ,认识 和 把 握 认 知 对 象 的 结构 框架 及 邻 缘 关系 ; 它 的 任务 是 , 扩 
展 知 能 储备 ,开阔 科学 视野 。 这 是 一 种 初级 的 认 知 层次 。 

加 理解 

理解 是 关于 认 知 对 象 的 比较 深入 的 本 质 性 的 认识 。 它 的 内 容 
是 ,在 "了解 " 层 次 的 基础 上 ,认识 认 知 对 象 的 结构 细部 及 各 部 间 的 
内 在 联系 ,把 握 来 龙 去 脉 。 它 的 任务 是 和 弄 通 基本 理论 、 领 会 基本 知 
识 和 形成 基本 技能 。 这 是 一 种 基本 的 认 知 层次 。 

图 掌握 

掌握 是 关于 认 知 对 象 的 比较 完整 的 综合 性 的 认识 。 它 的 内 容 
是 ,在 “理解 "层次 的 基础 上 ,把 握 在 不 同 条 件 下 认 知 对 象 结构 的 分 
解 , 变 换 、 组 合 ,以 及 由 此 变化 而 产生 的 新 的 认 知 因素 ,并 能 自觉 运 
用 这 些 变化 去 达到 新 的 认识 目的 .这 一 认 知 层次 的 任务 是 ,形成 运 
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用 “三 基 " 解 决 某 些 相关 问题 的 知 能 储备 。 这 是 一 种 高 级 的 认 知 层 
次 。 

有 时 ,可 使 用 不 同 的 程度 副词 将 -个 基本 认 知 层次 再 分 成 几 
个 小 的 层次 。 例 如 : 

初步 了 解 ,深入 理解 ,熟练 掌握 等 。 

2) 教材 内 容 的 基本 要 求 

数学 教育 学 科 知 识 与 能 力 方面 的 基本 要 求 是 ,将 整体 教材 内 
容 归纳 为 五 类 并 列 出 具体 目录 , 标 出 认 知 层次 。 其 中 目录 为 : 

分 析 类 课程 的 基本 要 求 ; 

代数 类 课程 的 基本 要 求 ; 

几何 类 课程 的 基本 要 求 ， 

应 用 数学 课程 的 基本 要 求 ; 

数学 教育 类 课程 的 基本 要 求 。 

在 上 述 * 基 本 要 求 " 的 指导 下 ,如 何 确定 每 门 课程 的 内 容 和 结 
构 ; 如 何 体现 高 师 数学 教育 的 特点 ;如 何 搞 好 教材 建设 等 许多 具体 
问题 都 是 论文 内 容 选 择 广 阔 领 域 。 

例如 : 

《面向 中 学 改革 师范 院 校 数 学 专业 课程 设置 》; 

《高 师 数学 教育 专业 (本 科 ) 毕 业 生 应 具有 的 知识 结构 和 能 力 
结构 》; 

《高 师 数学 教育 专业 课程 设置 构想 ) 等 高 水 平 的 论文 ,以 及 (21 
世纪 中 国 数学 教育 展望 )《 数 学 教育 学 } 等 著作 ,都 充分 体现 了 这 
一 点 。 

3. 教学 方法 的 研究 

数学 教学 改革 的 关键 是 教学 思想 的 变革 。 

(1) 揭示 启发 式 的 内 涵 

数 十 年 来 ,课堂 教学 实践 证 明了 ,启发 式 教学 思想 是 正确 的 ， 
启发 式 教学 方法 是 行 之 有 效 的 。 

数学 教学 应 确立 启发 式 的 教学 思想 ,因为 启发 式 的 思想 .方法 
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贯穿 于 教学 过 程 的 始终 ,其 核心 是 把 教学 过 程 看 成 是 一 种 特殊 的 
认识 过 程 , 视 学 生 为 教学 活动 的 主体 ,教师 根据 教学 目的 .学 生 的 
学 习 规 律 和 知识 的 内 部 联系 安排 教学 过 程 , 充 分 调动 学 生 的 思维 
和 学 习 的 自觉 性 ,积极 性 ,引导 他 们 生动 活 滩地 学 习 , 融 会 贯通 地 
掌握 知识 ,形成 能 力 ,发 展 智力 。 

事实 上 ,每 一 位 老师 在 课堂 教学 中 ,都 在 自觉 或 不 自觉 地 运用 
启发 式 教学 方法 进行 教学 。 

但 是 ,启发 式 的 教学 思想 理论 体系 ,启发 式 内 部 的 规律 ,在 什 
么 地 方 启发 ,启发 什么 ,怎样 启发 等 理论 研究 和 启发 式 教学 方法 的 
研究 有 待 解决 ,这 都 是 论文 内 容 选择 领域 。 例 如 ， 

《 略 论 启发 式 数学 教学 的 基本 要 求 } 等 论文 说 明了 这 一 点 。 

(2) 加 强 辅助 教学 手段 

在 启发 式 教学 思想 的 指导 下 ,在 课堂 教学 过 程 中 ,加 强 辅助 教 
学 手段 ,即使 用 教学 仪器 ,特别 是 电教 .计算 机 等 教学 手段 都 是 十 
分 必要 的 。 为 什么 叫 辅助 教学 ? 这 是 因为 课堂 教学 思想 是 启发 式 
思想 ,实行 启发 式 教学 方法 ,引入 教学 辅助 工具 (CAI) 等 正 是 为 了 
启发 在 点 子 上 ,更 好 地 达到 教学 目的 .正如 有 的 老师 在 总 结 中 体会 
到 : 

外 CA1 利 于 学 生 的 主体 参与 和 因材施教 ; 

图 有 助 于 某 些 数学 思想 方法 的 渗透 ， 

®© 有 助 于 辅助 理解 某 些 抽象 的 数学 概念 ,展现 知识 的 形成 过 


4. 教学 内 容 的 研究 

5. 数学 知识 纵横 谈 

例如 : 

《积分 运算 中 应 注意 的 几 个 问题 》; 

《一 致 收 化 序列 与 广义 积分 》; 

《一 类 特殊 的 线性 变换 》; 

《关于 多 项 式 最 大 公 因 式 矩 阵 求法 的 补充 》 
。34 。 


《 求 概率 的 模型 方法 } 等 许多 类 似 论文 都 是 4.5 谈 及 的 范围 ， 
都 需要 作者 深入 探索 ,各 抒 已 见 , 写 出 高 水 平 的 数学 教学 研究 论 
文 。 


第 二 节 论文 的 写作 


上 一 节 讲 了 ,教学 研究 论文 内 容 的 选择 、 题 目的 确定 ,是 作者 
结合 教育 ,教学 实际 ,从 大 家 熟知 的 各 科教 材 内 容 提炼 出 来 的 。 这 
类 论文 对 教育 科研 ,提高 教学 质量 、 培 养 年 轻 一 代 都 有 指导 意义 。 

写 一 篇 好 的 数学 教学 研究 论文 不 是 一 件 容易 的 事 .因此 ,本 节 
对 教学 研究 论文 的 结构 ,特点 、 写 作 , 进 行 具体 分 析 、 研 究 。 


一 、 简单 型 论文 写作 


简单 型 数学 教学 研究 论文 ,结构 简单 ,短小 精 悍 “一事 一 议 ”， 
多 为 常见 (简单 型 是 文章 格式 简单 ,不 是 内 容 简单 )。 

т. 论 义 的 结构 及 特点 

简单 型 教学 研究 论文 的 结构 ,通常 包括 : 

标题 

署名 

开头 

正文 

结尾 

参考 文献 

再 醒目 些 , 如 图 2-1 所 示 。 

署名 置 于 标题 下 面 ,参考 文献 附 在 结尾 之 后 。 

这 种 简单 的 论文 结构 ,是 由 论文 内 容 确定 的 ,其 特点 是 : 

《1) 能 正确 揭示 出 问题 的 规律 和 内 在 联系 ,突出 了 “提出 问题 
一 分 析 问 题 一 解决 问题 "的 程序 ， 

《2) 能 集中 突出 文章 的 “主题 ”; 
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图 2-1 


(3) 较 易 适 应 不 同体 裁 的 写作 特点 ， 

(4) 严谨 自然 ,完整 统一 。 

例如 : 

CRA 及 其 应 用 》; 

《矩阵 特征 多 项 式 的 一 种 求法 "的 一 个 注 记 } 等 论文 ,体现 了 
LERA. 

2 论文 的 写作 要 求 

简单 型 数学 教学 研究 论文 写作 要 求 及 注意 事项 如 下 : 

(1) 标题 

此 类 论文 的 标题 确定 原则 与 第 一 章 里 讲 的 是 一 致 的 ,但 是 ,这 
里 还 要 体现 出 “论文 "属于 简单 型 的 特点 ,做 到 贴切 ,有 新 意 。 

例文 1《“ 矩 阵 特 征 多 项 式 的 一 种 求法 "的 一 个 注 记 》 作 者 的 
锤炼, 贵 在 “一 个 注 记 "上 。 

(2) 开头 

万 事 开 头 难 。 简 单 型 论文 的 开头 写法 ,更 应 该 强调 “开门 见 
山 " 的 写法 。 

例文 1 的 作者 直截了当 切 人 正文 .恰到好处 , 抓 住 了 问题 的 内 
在 脉络 。 有 时 “空白 也 是 开头 ”。 

开头 切 鼠 离 题 太 远 , 陈 词 灌 调 , 鸣 里 哆 腔 。 
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《3) 正文 

正文 是 论文 的 主体 ,通常 按照 人 们 认识 的 规律 与 知识 结构 相 
吻合 的 原则 安排 写作 层次 。 

一 般 采用 : 

直线 推论 , 即 提出 一 个 论点 后 ,一 步 一 步 深 入 ,一 层 一 层 展开 
论述 ,由 一 点 到 另 一 点 ,遵循 一 个 逐 辑 线索 直线 移动 。 

并 列 分 论 , 即 把 从 属于 基本 论点 的 几 个 下 位 论点 并 列 起 来 ,一 
个 个 分 别 加 以 论述 。 如 图 2-2 所 示 。 


| 


кн | 
т?з 


沿 着 框图 所 示 路 径 写 下 去 ,简洁 易 慌 。 

例文 1 是 按 图 2-2 示意 写 的 ,用 语 不 多 ,十 分 清楚 。 

(4) 结尾 

文章 一 定 要 有 一 个 好 结尾 。 

结尾 收 得 好 , 则 可 以 做 到 * 言 有 尽 而 意 无 穷 "或 “ 意 尽 而 言 止 "。 

简单 型 论文 的 结尾 , 常 采用 * 意 尽 言 止 ", 即 正文 的 结束 为 论文 
的 结尾 ,开头 与 结尾 相 呼应 。 例 文 1 的 结尾 就 是 这 样 ,干净 利落 。 

论文 的 结尾 ,切忌 “画蛇添足 "。 
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=. 通用 型 论文 写作 


数学 教学 研究 论文 , 除 简单 型 论文 的 形式 外 ,一 般 都 采用 通用 
型 数学 教学 研究 论文 的 形式 , 即 “ 标 题 式 "论文 。 

按照 这 种 形式 撰写 论文 , 既 便 于 作者 整理 材料 ,比较 完整 地 表 
达 思 考 过 程 与 研究 成 果 , 又 便于 读者 阅读 、 理 解 ,并 把 握 要 点 。 

1. 论文 的 结构 及 特点 

通用 型 数学 教学 研究 论文 的 结构 包括 : 

标题 

署名 

摘要 

关键 词 

开头 

正文 

结尾 

参考 文献 

再 醒目 些 , 如 图 2-4 т. 


СИТИ) 

标题 ,有 了 时 可 分 为 总 标题 、 副 标题 .分 标题 (段落 标题 )。 

在 通常 情况 下 ,论文 只 有 一 个 标题 ,而 在 正文 里 ,再 设 分 标题 ， 
这 种 论文 多 为 常见 。 如 图 2-5 所 示 。 

例如 ,例文 2: 

标题 ” 略 论 启发 式 数学 教学 的 基本 要 求 

正文 里 的 分 标题 为 

І. 由 数学 学 习 对 象 的 特性 决定 的 要 求 ; 

2， 由 数学 教学 过 程 的 特征 决定 的 要 求 ; 

3， 由 数学 教学 目的 决定 的 要 求 ; 

4. 由 学 生 的 学 习 规 律 决定 的 要 求 。 

通用 型 数学 教学 研究 论文 的 结构 ,是 由 论文 内 容 确定 的 .其 特 
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AE: 
(1) 论文 多 为 常见 ,科普 性 强 ; 

(2) 文体 较为 灵活 

《3) 论文 内 容 渗透 着 教育 学 ,心理 学 .数学 思想 方法 论 等 多 门 
学 科 的 知识 ; 

(4) 论文 内 容 新 颖 ,具有 创作 新 意 ; 

(5) 属于 重要 科研 成 果 , 对 提高 教学 质量 、 培 养 人 才 , 具 有 指 
导 意 义 。 

2. 论文 的 写作 要 求 

通用 型 数学 教学 研究 论文 的 写作 要 求 与 前 述 类 似 之 处 ,不 再 
赞 述 。 但 在 实际 写作 时 ,还 必须 强调 以 下 几 点 : 

(1) 从 一 篇 教学 研究 论文 的 整体 结构 看 ,不 管 研 究 对 象 是 什 
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么 ,其 思维 过 程 总 是 表现 为 : 

由 选择 的 内 容 , 提 出 设想 ,经 过 反复 推 项 ,确定 标题 ,通过 演绎 
(推导 ) 展 开 , 得 出 结论 ; 

(2) 内 容 选 择 在 关键 处 , 带 有 普遍 性 ; 

(3) 题目 推 项 的 准确 ,能 显示 出 具有 一 定 特点 ,能 反映 出 研究 
的 范围 和 达到 的 深度 ; 

(4) 创作 新 意 ,能 从 不 同 角度 上 体现 出 新 ; 

(5) 论文 的 价值 能 得 到 实践 验证 。 

在 写法 上 要 突出 以 下 几 点 : 

(1) 对 概念 的 写法 ,要 着 重 揭示 概念 的 内 涵 和 外 延 ; 

(2) 对 理论 的 写法 ,要 强调 条 件 , 突 出 结论 ,要 着 重 揭示 其 实 
质 ,体现 出 数学 思想 方法 ; 

《3) 选择 的 实例 ,要 富有 启发 性 .典型 性 ,有 利于 培养 分 析 问 
题 和 解决 问题 的 能 力 ; 

(4) 论文 的 标题 与 分 段 标题 ,要 富有 科学 性 逻辑 性 .实用 性 ， 
符合 语法 要 求 , 精 练 简洁 ,富有 特点 ; 

(5)“ 渗 透 " 的 写法 ,要 巧妙 。 


如 辨证 法 、 案 质 教育 .思维 方法 、 思 想 方 法 等 ,都 应 在 关键 处 、 
或 在 演绎 过 程 中 渗透 (体现 ), 决 不 允许 截然 分 开 写 ,成 为 拼盘 。 


第 三 节 例文 分 析 
例文 1 
“矩阵 特征 多 项 式 的 一 种 求法 ”的 一 个 注 记 


数学 通报 1988 年 第 九 期 发 表 了 陈 兴 龙 的 《矩阵 特征 多 项 式 的 
一 种 求法 ) 一 文 , 该 文 给 出 了 求 矩阵 特征 多 项 式 的 递 推 方法 , 即 
定理 1 设 A 为 n 阶 方 阵 
。40 。 


ЈА Ар =X Ба а + H ao, Ж. 


а = tr(AB, |) 


PR Firag, ә 
ау =— -ыт(АВ,.,) 
э =— САВ, у 


а => Lr(AB,) 
本 文 利用 定理 1 及 Calay-Hamilton 定理 给 出 了 一 个 重要 的 


事实 ,从 而 使 得 在 用 递 扒 法 求 乱 阵 的 特征 多 项 式 的 同时 还 能 求 出 
矩阵 的 行列 式 及 矩阵 的 赣 ( 如 果 该 矩阵 可 递 的 话 )。 

我 们 有 如 下 的 

EA Bn NHE A 的 特征 多 项 式 为 

Е А =R + а, АЗ + + aÀ H ao 

则 

A) 141= (一 1)"ao; 

D RATEM A =- BOUR в, 为 定理 1 中 定义 的 和 
PE Bo). 

证 明 (А-А |= Ha А БаА–ао 中 令 А= 
0, 则 1 一 4 一 ao, 从 而 ,141= (一 1)"ao 

азе 


(2) 由 Calay-Hamilton 定理 知 、 


A + ai + жад + а], = 0 2) 
ШР АЖ. а= (10141560, 20): 
ЕЯ о 站 
此 示 


一 二 


下 证 BSA а, A? Hetal 
事实 上 ,由 定理 1 中 定义 的 矩阵 : 
B., =I 
В,., =а,„- \1„ + AB,- 
B.-; =a. :1, + АВ, , 


a;l, + АВ, 


可 知 ， 


=al, + Alal, + АВ,) 

=al, + аА + AB; 

=a,l, + а,А + Аа, + АВ) 

И, + аА + аА? + В, = ++ 
=а1, + а;А + аА + ++ аА + АВ, | 
=al, + а;А + + Ба, (А + А"! 

| 所 以 ,Bo 一 4 十 ao Аа, 

В, 

а, 


| 从 而 ， А =— 
例 сше 
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= 2 2 
-4 2 5 
(1) 求 4 的 特征 多 项 式 ; 

(2) 求 4 的 行列 式 141; 

G) А 可逆 吗 ? 若 可 逆 , 求 4 一 。 

解 设 IN 一 A|= 愉 二 as 二 a4 十 ao 
由 定理 1,a:= 一 ir4 一 一 12， 


-st et 
А = 


а н | 
B =-11+А= | 一 2 一 10 
一 4 2—7 
— 15 2 4 
АВ, = Фота 054 5:0 
4-2 – 15 
6 2 4 
故 а= —-Н‹АВ,)=?21,В,=а1+АВ,= 2 9 - 
4. 2—2 6 


АВ, = 101 


ао —-и (АВ) = 一 10. 从 而 
Q) ТАА |А — 124+ 214— 10. 
D 由 定理 2 知 |А|=(—1)'%@=—а=10. 
(3) [А1 =1090,@ 4 可 道 ,由 定理 2 知 


нр! 
А а= 8 
6 2 4 
=Łj2 9-2 
т 
Ф. 2 6 
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1. 内 容 选 择 

这 是 一 篇 数学 教学 研究 论文 .论文 的 内 容 是 作者 读 了 《和 矩阵 特 
征 多 项 式 的 一 种 求法 ) 一 文 后 ,由 此 联想 ,巧妙 地 利用 原文 定理 1 
及 定义 ,选择 了 哈密 尔 顿 - 遍 莱 定理 ,给 出 定理 2, 并 予以 证 明 。 取 
得 了 求 矩 阵 行列 式 和 求 逆 矩 阵 的 新 方法 。 

作者 思路 敏捷 , 既 重 视 他 人 成 果 , 又 善于 开拓 性 思维 进行 选 
题 ,深入 研究 ,发 现 新 间 题 。 论 文 内 容 的 选择 巧妙 、 集 中、 深刻 、 精 
悍 。 

2 SRRA 

作者 在 选择 了 论文 内 容 的 基础 上 ,经 过 推 藏 .锤炼 ,以 人 * 和 矩阵 
特征 多 项 式 的 一 种 求法 ”的 一 个 注 记 ) 为 题目 ,确切 得 体 , 贵 在 “一 
个 注 记 ”四 个 字 上 , 它 与 原文 标题 搭配 ,使 得 论文 题目 有 明确 的 内 
涵 和 外 延 , 既 贯 穿 全 文 ,又 吸引 读者 。 

3. 创作 新 意 

作者 不 仅 选 题 巧 妙 ,而 且 在 论文 内 容 上 有 新 的 发 现 ,给 出 定理 
2 及 其 严格 证 明 , 从 而 取得 了 求 矩 阵 行列 式 、. 逆 矩阵 的 新 方法 。 

4. 写作 技法 

论文 结构 采用 简单 型 ,开门 见 山 ,简明 扼要 ,自然 与 正文 相互 
渗透 ,以 直线 式 结构 形式 分 析 、 论 证 ,重点 突出 自己 创新 部 分 和 新 
见解 。 

全 文 语言 简洁 ,恰到好处 ,准确 地 表达 数学 概念 和 逻辑 推理 ， 
能 以 最 少 的 语言 表达 出 最 精湛 的 结果 .论文 结尾 干净 利落 ,前 后 呼 
应 ,使 得 论文 短小 精 悍 ,完整 统 一 。 


эм. 


例文 2 
略 论 启发 式 数学 教学 的 基本 要 求 


教学 改革 的 关键 是 教学 思想 的 变革 。 因 为 教学 思想 对 教学 活 
动 起 着 定向 的 作用 ,以 不 同 的 教学 思想 指导 教学 活动 就 会 产生 截 
然 不 同 的 教学 效果 .只 有 在 正确 的 教学 思想 指导 下 ,教学 活动 才能 
符合 教学 过 程 的 客观 规律 ,才能 充分 调动 学 生 的 学 习 积 极 性 和 主 
动 性 ,才能 培养 学 生 的 独立 性 和 创造 精神 。 

通过 数学 教学 的 实践 以 及 对 数学 教学 过 程 的 客观 规律 的 探 
案 , 我 们 认为 数学 教师 应 当 确立 启发 式 的 教学 思想 ,因为 启发 式 作 
为 一 种 贯穿 于 教学 过 程 始终 的 教学 思想 ,其 核心 是 把 教学 过 程 看 
成 一 种 特殊 的 认识 过 程 , 视 学 生 为 教学 活动 的 主体 ,教师 根据 教学 
目的 ,学 生 的 学 习 规 律 和 知识 的 内 部 联系 安排 教学 过 程 , 充 分 调动 
学 生 的 思维 和 学 习 的 自觉 性 、 积 极 性 ,引导 他 们 生动 活泼 地 学 习 ， 
融会 贯通 地 掌握 知识 ,形成 能 力 ,发展 智力 。 

因此 ,探讨 启发 式 数学 教学 的 内 部 规律 具有 重大 的 现实 意义 。 
本 文 试 图 从 数学 学 习 对 象 . 数 学 教学 过 程 .数学 教学 目的 以 及 学 生 
的 数学 学 习 规律 等 方面 探讨 启发 式 数 学 教学 的 基本 要 求 。 


1. 由 数学 学 习 对 象 的 特性 决定 的 要 求 


数学 学 习 的 对 象 是 中 学 数学 教材 中 的 数学 知识 ,是 实行 启发 
式 教学 的 “物质 基础 ". 因 此 ,数学 教学 实行 启发 式 必须 以 数学 学 习 
对 象 的 特性 为 依据 。 

我 们 知道 "数学 是 研究 广义 的 量 的 学 科 , 其 最 本 质 的 特性 是 
抽象 性 ,数学 的 对 象 是 抽象 思维 的 产物 。 例 如 ,自然界 中 存在 的 是 
各 种 直线 形 .平面 形 、 多 面体 、 球 形 等 物体 ,但 几何 中 研究 的 直线 、 
平面 多面体. 球 等 却 都 是 一 些 理想 对 象 ;自然 界 中 存在 的 是 各 种 
变量 的 多 种 多 样 的 联系 ,而 联系 的 纯 形式 ,在 数学 中 是 以 理想 对 象 
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-一 函数 而 出 现 的 ;现代 数学 中 ,在 已 有 概念 的 基础 上 ,有 意识 地 
引进 一 些 新 概念 的 情况 是 很 普遍 的 。 因 此 ,人 们 在 学 习 、 研 究 数学 
时 ,事实 上 必须 经 历 两 个 步骤 :获取 数学 研究 对 象 (将 自然 界 中 的 
事物 理想 化 ,将 现实 问题 抽象 成 数学 问题 ,在 原 有 概念 中 引出 新 概 
念 等 ) 和 对 这 些 对 象 的 特性 以 及 它们 间 的 关系 进行 研究 。 

由 数学 对 象 的 抽象 性 本 质 我 们 可 以 看 到 ,能 动 的 抽象 思维 在 
数学 的 学 习 、 研 究 中 占有 突出 的 地 位 。 由 于 思维 的 强烈 的 主体 性 
(思维 依赖 于 人 脑 的 机 能 而 存在 ,是 人 脑 对 客观 现实 的 概括 ,间接 
的 反映 ), 因 而 就 使 得 数学 研究 对 象 和 数学 的 研究 都 带 有 强烈 的 主 
体 性 。 这 种 主体 性 就 要 求人 们 在 学 习 、 研 究 数学 时 ,充分 发 挥 自 己 
的 主观 能 动 性 。 这样 ,在 数学 启发 式 教学 中 ,教师 必须 通过 启发 学 
生 数 学 学 习 的 主观 能 动 性 ,引导 学 生 通过 目 己 的 积极 的 思维 活动 
去 学 习 数 学 ,获取 知识 ;必须 把 培养 学 生 的 数学 思维 能 力作 为 根本 
任务 ,在 安排 教学 过 程 时 ,一 定 要 让 学 生 的 思维 有 机 会 经 历 各 个 抽 
象 阶 段 :从 现实 中 抽象 出 数学 对 象 (材料 ), 通 过 从 大 量 的 或 复杂 的 
数学 材料 中 抽取 最 重要 的 、 本 质 的 属性 或 特征 ,从 外 表 不 同 的 数学 
材料 中 分 析 它们 的 共同 点 的 思维 活动 ,形成 新 的 数学 概念 (数学 对 
象 ), 通 过 分 析 数 学 对 象 的 特征 以 及 它们 之 间 的 关系 ,掌握 数学 的 
定义 .定理 ,公式 ,法 则 等 。 

由 于 数学 教科 书 所 表述 的 是 数学 知识 的 逻辑 体系 ,是 一 些 经 
过 加 工整 理 的 数学 抽象 (思维 ) 的 结果 ,数学 对 象 的 抽象 过 程 .数学 
思维 的 活动 过 程 都 被 掩盖 了 ,这 就 使 教师 在 进行 数学 教学 时 ,容易 
出 现 重视 数学 思维 活动 的 结果 而 忽视 数学 思维 活动 过 程 ( 特 别 是 
数学 对 象 抽象 过 程 ) 的 现象 ,教学 中 ,教师 三 言 两 语 直接 向 学 生 介 
绍 概念 ,然后 立即 让 学 生 运 用 概念 解答 数学 问题 的 情况 是 十 分 常 
见 的 。 这 事实 上 是 在 学 生 没有 真正 获得 (理解 ) 概 念 的 时 候 就 要 求 
学 生 运用 概念 ,一 般 地 说 ,就 是 在 学 生 没有 获得 数学 对 象 时 就 要 求 
学 生 对 它们 的 关系 进行 认识 ,显然 ,这 样 的 教学 是 不 可 能 富有 成 效 
的 。 所 以 ,在 启发 式 教学 中 ,教师 一 定 要 注意 克服 数学 教材 的 不 利 
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因素 ,注意 向 学 生 揭示 数学 教材 中 所 获 涵 的 数学 思维 活动 过 程 ,让 
学 生 能 经 历 获 得 数学 知识 的 各 个 抽象 阶段 ,避免 数学 学 习 的 表面 
化 。 


2. 由 数学 教学 过 程 的 特征 决定 的 要 求 


数学 教学 过 程 是 学 生 在 教师 的 主导 下 ,通过 能 动 的 数学 思维 
活动 ,对 数学 教材 进行 学 习 的 过 程 。 在 这 一 过 程 中 ,包含 着 教师 与 
学 生 、 教 师 与 教材 .学生 与 教材 等 一 系列 矛盾 ,这 些 矛 盾 的 相互 制 
约 相互 联系 的 运动 构成 教学 过 程 的 发 展 . 其 中 ,学 生 与 教材 的 矛盾 
是 教学 过 程 的 主要 矛盾 ,集中 表现 在 学 生 的 数学 思维 活动 过 程 与 
数学 知识 所 反映 的 数学 思维 过 程 之 间 的 矛盾 上 。 辩 证 唯物 主义 的 
观点 认为 ,矛盾 的 转化 ,外 因 是 条 件 ,内 因 是 根据 ,外 因 通过 内 因而 
起 作用 ,所 以 ,教师 只 有 根据 学 生 的 内 因 进 行 教学 ,才能 真正 促成 
教学 过 程 的 主要 矛盾 的 转化 。 因 此 ,在 启发 式 数学 教学 中 ,教师 必 
须根 据 学 生 的 内 因 ( 主 要 有 学 生 的 学 习 动 机 、 原 有 的 知识 基础 学 
生 的 接受 能 力 等 ), 给 以 适宜 的 条 件 ,启发 学 生 的 内 因 发 生变 化 ,使 
学 生 真正 学 到 知识 ,而 不 是 把 知识 外 加 给 学 生 , 让 学 生死 记 硬 背 。 
要 注意 到 数学 教材 的 抽象 性 特点 ,认真 分 析 知识 所 反映 的 数学 思 
维 过 程 ,分 析 和 把 握 学 生 的 数学 思维 过 程 ,安排 适当 的 教学 情境 ， 
使 这 两 个 过 程 协调 同步 地 发 展 , 使 学 生 在 解决 这 两 个 过 程 之 间 的 
矛盾 的 过 程 中 去 认识 教材 ,掌握 知识 。 


3. 由 数学 教学 目的 决定 的 要 求 


数学 教学 目的 就 是 要 促进 学 生 的 发 展 ,通过 数学 教学 ,不 但 要 

使 学 生 的 数学 认识 结构 获得 发 展 ,而 且 还 要 促进 学 生 的 一 般 发 展 。 

首先 ,数学 教学 是 学 生 在 教师 的 主导 下 ,有 目的 .有 计划 .有 组 

织 地 学 习 数学 知识 ,培养 数学 能 力 ,发 展 智力 的 过 程 ,是 学 生 数 学 

认 知 结构 发 展 的 主要 途径 。 学 生 的 数学 认 知 结构 在 数学 教学 中 的 

不 断 发 展 ,是 一 个 数学 认 知 结构 的 不 断 建构 的 过 程 ,是 一 个 由 低 水 
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平 向 高 水 平 进化 的 过 程 .学 生 在 数学 教学 活动 中 ,接受 的 新 的 数学 
知识 由 浅 入 深 , 知 识 面 由 窄 到 宽 , 他 的 数学 知识 系统 得 到 不 断 充 
实 、 丰 富 , 数 学 能 力 不 断 地 得 到 提高 。 

按照 当代 认 知 心理 学 的 观点 ,学 生 的 数学 认 知 结构 的 发 展 是 
随 着 学 习 层 次 的 深入 而 获得 的 。 学 生 利用 他 原 有 的 数学 认 知 结构 
积极 主动 地 与 新 的 数学 知识 进行 相互 作用 ,或 者 将 新 知识 同化 到 
已 有 的 数学 认 知 结构 中 ,从 而 丰富 了 原 有 的 数学 认 知 结构 ,或 者 改 
变 原 有 的 数学 认 知 结构 以 顺应 新 的 知识 ,从 而 使 数学 认 知 结构 得 
到 发 展 。 从 认 知 的 角度 看 ,启发 式 数学 教学 对 学 生 的 数学 认 知 结构 
的 发 展 应 在 如 下 两 个 方面 发 挥 作用 。 

第 一 ,为 学 生 的 数学 认 知 结构 的 发 展 确定 方向 和 目标 .现代 认 
知 理论 指出 ,现在 的 教学 再 也 不 是 教授 学 科 之 间 的 差异 ,而 是 为 了 
引导 学 生 对 科学 家 、 学 者 构建 学 科 理论 ,原理 ,法 则 时 所 用 的 思维 
模式 和 策略 的 模仿 ,引导 学 生 概括 学 得 的 知识 ,了 解 更 为 通 真 的 科 
学 现实 。 因 此 ,在 启发 式 数学 教学 中 ,教师 应 当 根据 学 生 现 有 的 数 
学 认 知 结构 的 特点 和 水 平 ,把 掌握 数学 的 基本 概念 ,基本 原理 和 法 
则 ,以 及 它们 所 蕴涵 的 数学 思想 方法 作为 教学 的 最 主要 的 目标 。 
为 学 生 的 数学 认 知 结构 的 发 展 提供 良好 的 环境 和 条 件 。 
首先 ,教师 根据 教学 目的 .学生 的 现 有 认 知 发 展 水 平 以 及 数学 的 逻 
辑 体 系 来 精 选 教学 内 容 , 编 排出 一 种 概括 性 强 、 操 作 性 好 的 数学 教 
材 结构 ,以 利于 学 生理 解 .学 习 , 便 于 学 生 记 忆 、 检 索 ,达到 学 习 迁 
移 ,其 次 ,在 教学 中 ,教师 充分 利用 学 生 现 有 的 数学 认 知 结构 ,以 此 
作为 同化 新 知识 的 基础 ,设置 一 定 的 教学 情境 ,帮助 学 生 进 行 认 知 
活动 ,在 学 习 概念 ,原理 时 ,教师 给 学 生 提 供 丰富 的 典型 有 效 的 直 
观 背 景 材料 ,使 学 生 在 概念 .原理 的 导向 下 ,通过 自己 对 材料 的 积 
极 主动 的 思维 活动 ,达到 对 概念 的 理性 认识 ,并 进一步 指导 学 生 将 
获得 的 概念 进行 归 类 、 组 合 ,构成 一 个 便于 操作 的 概念 体系 。 在 运 
用 知识 解决 数学 问题 时 ,教师 为 学 生 提供 一 定 的 线索 ,在 思维 方 
法 、 认 知 策略 上 给 以 指导 ,以 便 学 生 能 顺利 地 解决 问题 ,并 从 中 体 
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验 数学 的 思想 .方法 ,深化 知识 学 习 , 获 得 数学 能 力 , 使 智力 得 到 较 
好 的 发 展 , 从 而 使 学 生 的 数学 认 知 结构 获得 良好 的 发 展 。 

其 次 ,数学 教学 中 ,学 生 除了 获得 数学 认 知 结构 的 发 展 外 ,他 
们 的 身心 也 获得 发 展 。“ 教 学 一 一 这 是 学 生 的 心理 发 展 ,形成 他 的 
智能 .注意 .记忆 和 心理 的 所 有 其 它 方面 的 新 品质 的 主要 动力 ." 因 
此 ,启发 式 数学 教学 必须 为 学 生 的 全 面 发 展 服务 。 

按照 前 苏联 心理 学 家 维 果 欧 基 的 理论 ,学 生 有 两 种 发 展 水 平 ， 
一 种 是 现 有 发 展 水 平 , 它 是 评定 学 生 现 有 特点 和 已 经 达到 的 发 展 
程度 ,确定 当前 发 展 范围 的 依据 ,是 教学 的 出 发 点 ;第 二 种 是 “最 近 
发 展区 ", 它 是 学 生 的 潜在 发 展 水 平 ,是 经 过 教师 的 启发 指导 ,经 过 
学 生 自己 的 努力 能 够 达到 的 发 展 水 平 ,是 教学 所 应 努力 追求 的 目 
标 ,. 教 学 只 有 以 学 生 的 现 有 发 展 水 平 为 基础 ,以 “最 近 发 展区 "为 定 
向 ,才能 有 效 地 促进 学 生 的 发 展 。 所 以 ,启发 式 数学 教学 应 当 充 分 
发 挥 学 生 的 现 有 发 展 水 平 的 积极 作用 ,在 学 生 的 “最 近 发 展区 "1 
去 帮助 学 生 解 决 认 知 矛盾 ,促成 学 生 的 “最 近 发 展区 "向 现实 发 展 
水 平 转化 要 使 学 生 经 常 处 于 * 跳 一 跳 摘 果实 ”的 状态 , 既 要 使 学 生 
感到 负荷 满 ,有 适当 的 紧张 感 ,又 要 使 学 生 感 到 压力 不 太 大 ,问题 
可 以 解决 ,从 而 激发 学 生 的 求知 欲望 ,经 过 他 们 自己 的 积极 探索 ， 
获取 知识 ,得 到 发 展 。 


4. 由 学 生 的 学 习 规律 决定 的 要 求 


辩证 唯物 主义 认为 ,人 们 掌握 知识 的 过 程 是 一 个 能 动 的 反映 
过 程 .只 有 当 教 学 符合 学 生 的 学 习 规律 时 ,才能 充分 调动 学 生 的 主 
观 能 动 性 ,使 他 们 通过 自己 的 积极 主动 的 自我 活动 而 达到 学 习 的 
目的 。 因 此 ,启发 式 数学 教学 必须 符合 学 生 的 学 习 规 律 的 要 求 。 
学 生 的 数学 学 习 过 程 有 如 下 特点 : 
第 一 ,学 生 的 数学 学 习 过 程 是 一 个 数学 知识 的 “再 发 现 " 过 程 。 
学 生 学 习 的 任务 相对 于 他 自身 来 说 是 一 种 未 知 的 东西 ,因此 ， 
学 生 的 学 习 过 程 是 一 个 数学 知识 的 “发 现 " 过 程 .但 是 ,由 于 这 种 学 
49 。 


习 任 务 是 人 类 已 经 认识 了 的 数学 知识 ,有 历史 的 经 验 可 以 借鉴 , 因 
此 学 生 可 以 通过 简捷 的 途径 去 掌握 它 , 而 不 必 经 历 第 一 次 发 现 过 
程 ,又 由 于 第 一 次 发 现 过程 的 历史 条 件 已 不 复 存 在 ,而 且 由 于 教学 
时 间 、 条 件 等 的 限制 ,学 生 不 可 能 重复 漫长 的 第 一 次 发 现 过 程 , 因 
此 学 生 的 数学 学 习 只 能 是 一 个 “再 发 现 ” 的 过 程 。 

由 于 学 生 的 认 知 水 平 的 限制 ,他 们 不 可 能 独立 地 完成 这 种 “再 
发 现 "的 过 程 ,而 必须 通过 教师 的 启发 引导 。 所 以 ,在 启发 式 数学 教 
学 中 ,教师 要 为 这 种 “再 发 现 "创造 条 件 。 对 原 发 现 过 程 进 行 “ 缩 
短 " 一 一 即将 第 一 次 发 现 过 程 进 行 裁剪 ,使 之 变 成 为 一 条 捷径 ," 平 
坡 " 一 一 降低 发 现 的 难度 ,使 之 与 学 生 的 现 有 认 知 水 平 相 适应 ,“ 精 
简 " 一 一 减少 发 现 过 程 的 弯路 ,使 学 生 能 大 致 经 历数 学 家 获得 数学 
发 现时 的 思维 过 程 ,在 一 种 自然 .主动 的 状态 下 完成 “再 发 现 "过 
程 。 

第 二 ,学 生 的 数学 学 习 是 从 理论 或 间接 经 验 到 实践 ,再 由 实践 
上 升 到 理论 的 过 程 。 

学 生 的 数学 学 习 是 从 理论 或 间接 经 验 开始 的 ,然后 在 教师 的 
帮助 下 ,把 这 种 理论 或 间接 经 验 与 自己 已 有 的 经 验 (包括 过 去 已 学 
的 知识 和 生活 经 验 ) 进 行 同化 ,经 过 一 定 的 实践 (模型 操作 、 观 察 、 
实验 、 做 数学 习题 ,参加 社会 实践 等 ) ,使 之 转化 为 他 们 自己 内 部 的 
智力 操作 方式 ,从 而 上 升 为 理性 认识 。 当 然 ,这 里 的 “从 理论 到 实 
践 " 并 不 是 由 认识 到 实践 的 飞跃 ,这 时 的 理论 对 学 生来 说 并 不 是 他 
的 理性 认识 ,学 生 对 理论 所 反映 的 客观 对 象 的 多 方面 的 性 质 还 没 “ 
有 掌握 ,不 过 ,这 一 理论 可 以 成 为 学 生 学 习 的 向 导 ; 只 有 “从 实践 上 
升 到 理论 "中 的 理论 , 才 是 学 生 的 理性 认识 。 这 时 的 理论 对 学 生来 
说 是 一 种 具体 的 ,丰富 的 理论 ,学 生 对 理论 所 反映 的 客观 对 象 的 多 
方面 的 性 质 也 已 把 握 。 

学 生 的 数学 学 习 的 这 一 特点 要 求教 师 在 启发 式 数学 教学 中 ， 
努力 为 学 生 提 供 使 所 学 的 数学 知识 与 已 有 的 经 验 建立 内 部 联系 的 
实践 机 会 。 具 体 地 说 ,教师 在 实施 教学 之 前 ,要 充分 了 解 学 生 的 学 
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习 基础 ,因为 数学 是 - - 门 远 辑 性 .系统 性 很 强 的 学 科 , 学 习 基 础 不 
够 ,教学 将 无 法 进行 .例如 ,没有 整 式 加 法 的 知识 ,就 不 能 学 习 整 式 
的 乘法 ;没有 指数 的 概念 ,就 不 能 学 习 对 数 。 由 于 学 生 认 识 水 平 的 
限制 ,他 们 对 于 教材 中 较 多 地 反映 了 数学 的 逻辑 结构 ,但 掩盖 数学 
思维 的 活动 过 程 的 数学 理论 是 很 难 独 立地 完成 认识 过 程 的 。 他 们 
对 于 数学 理论 背后 所 蕴涵 的 丰富 的 具体 内 容 或 者 头脑 中 比较 缺 
乏 , 或 者 有 一 定 的 感性 认识 但 不 能 很 好 地 将 之 与 所 学 的 理论 相 联 
系 ,而 对 于 被 理论 所 掩盖 了 的 数学 思维 活动 过 程 则 更 是 难以 把 握 。 
所 以 ,在 启发 式 数 学 教学 中 ,教师 要 根据 所 学 数学 知识 的 逻辑 顺 
序 ,以 及 知识 所 蕴含 的 数学 思想 、 方 法 (这 是 初次 接触 知识 的 学 生 
所 难以 把 握 的 ,但 教师 对 它们 应 心中 有 数 ) ,为 学 生 提供 适量 的 、 具 
有 典型 意义 的 具体 材料 ,让 学 生 在 数学 理论 知识 的 导向 下 ,对 这 些 
材料 进行 充分 的 感知 ,在 此 基础 上 再 进行 抽象 概括 ,使 新 知识 与 原 
有 的 数学 知识 经 验 建立 起 内 部 联系 ,成 为 一 个 有 机 的 知识 整体 , 达 
到 对 数学 理论 的 理性 认识 。 

数学 教学 活动 建立 在 学 生 的 全 部 心理 活动 的 基础 上 ,只 有 在 
学 生 的 全 部 心理 活动 都 积极 地 投入 到 数学 教学 中 来 时 ,数学 教学 
才能 卓有成效 地 进行 .按照 心理 学 的 研究 ,使 学 生 的 全 部 心理 活动 
都 积极 地 投入 到 数学 教学 中 的 实质 就 是 要 充分 发 挥 学 生 的 智力 因 
素 与 非 智 力 因素 的 积极 性 .但 是 ,学 生 的 智力 本 身 是 无 所 谓 积极 性 
的 , 它 的 积极 性 来 自 非 智力 因素 ,所 以 ,只 有 当 学 生 的 非 智力 因 案 
(由 动机 、 兴 趣 、 人 情感、 意志 ,性 格 等 组 成 ) 参 与 到 认 知 活动 中 来 后 ， 
智力 才 会 真正 地 发 挥 积极 性 。 

因此 ,在 启发 式 数学 教学 中 ,教师 应 当 采 取 切 实 有 效 的 措施 ， 
努力 调动 和 发 挥 学 生 的 非 智 力 因素 的 积极 性 。 教 师 应 根据 学 生 现 
有 的 认 知 发 展 水 平 及 数学 知识 之 间 的 逻辑 联系 ,创设 一 定 的 教学 
情境 ,以 引起 学 生 的 内 部 矛盾 冲突 ,这 种 冲突 不 但 要 使 学 生 能 够 意 
识 到 ,而 且 要 使 他 们 感受 到 经 过 自己 的 努力 可 以 解决 这 种 矛盾 冲 
突 ,从 而 引起 学 生 的 好 奇 心 .学 习 兴 趣 , 激 发 起 学 生 的 学 习 动 机 ,使 

+51. 


他 们 兴趣 从 然 地 投入 学 习 。 教 师 要 鼓励 学 生 通 过 和 白 己 积极 主动 的 
思维 活动 去 获取 数学 知识 ,并 且 在 思考 方向 .思考 方法 .思维 策略 
上 加 以 适当 的 点 拨 , 使 学 生 经 过 自己 的 真正 努力 ,克服 掉 学 习 上 的 
困难 而 达到 学 习 目的 ,让 学 生 有 充分 的 机 会 施展 自己 的 数学 才能 ， 
使 他 们 看 到 自己 在 数学 方面 的 特长 ,看 到 自己 坚持 不 懈 的 努力 的 
价值 ,从 而 培养 学 生 的 自 意志 力 及 对 数学 的 情感 ;教师 要 为 
学 生 创 造 一 种 适合 于 学 生 自 己 的 身心 发 展 水 平 的 ,有 利于 学 生 求 
异 创新 的 良好 的 学 习 环境 ,以 利于 培养 学 生 的 坚忍 不 拔 、 勇 于 创新 
的 优秀 品质 ,让 学 生 能 经 常 得 到 成 功 的 体验 ,感受 到 学 习 数 学 是 一 
种 精神 享受 ,以 利于 培养 学 生 学 习 数 学 的 兴趣 和 情感 .教师 还 可 以 
利用 数学 发 展 的 历史 、 数 学 在 现代 科学 技术 中 的 地 位 和 作用 等 来 
激发 学 生 学 习 数学 的 兴趣 。 

本 文 从 理论 上 对 启发 式 数学 教学 的 基本 要 求 作为 初步 探讨 ， 
希望 得 到 广大 数学 教育 工作 者 的 指教 。 

数学 教学 中 确立 启发 式 的 教学 思想 ,是 时 代 发 展 的 迫切 需要 。 
是 改革 开放 对 数学 教学 工作 提出 的 迫切 要 求 。 要 使 数学 教学 为 培 
养 学 生 的 适应 当代 生活 环境 的 健全 的 个 性 服务 ,就 必须 实行 启发 
式 ,虽然 在 过 去 的 教学 理论 中 早 就 提出 了 教学 要 提倡 启发 式 ,反对 
注 人 式 ,但 是 对 启发 式 的 理论 却 一 直 没 能 作出 系统 .深入 的 研究 ， 
教学 实践 中 仍然 是 注入 式 盛行 .所 以 ,广大 数学 教育 工作 者 在 今后 
的 教学 理论 研究 与 实践 中 ,应 提高 对 启发 式 的 认识 ,结合 数学 学 科 
的 特点 ,对 启发 式 的 内 涵 ,实行 启发 式 的 基本 要 求 和 关键 等 作 深入 
的 理论 探索 ,掌握 启发 式 的 内 部 规律 ,用 以 指导 数学 教育 的 实践。 


[分 析 ] 


L 内 容 选择 

《 略 论 启发 式 数学 教学 的 基本 要 求 } 一 文 ,是 一 篇 理论 性 很 强 
的 数学 教学 研究 论文 。 论 文 的 内 容 , 是 作者 针对 过 去 几 十 年 来 对 
“启发 式 "缺乏 理论 研究 和 片面 认识 的 问题 ,选择 了 以 启发 式 数学 
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教学 的 基本 要 求 为 论题 ,进行 了 系统 .深入 的 研究 ,在 理论 上 提出 
自己 的 独立 新 见解 ,取得 了 创造 性 的 成 果 。 

论文 内 容 选择 的 方向 非常 重要 ,作者 的 选 题 具有 理论 意义 和 
现实 意义 ,恰到好处 :由 数学 学 习 对 象 的 特定 性 决定 的 要 求 ;由 数 
学 教学 过 程 的 特征 决定 的 要 求 ; 由 数学 教学 目的 决定 的 要 求 ; 由 学 
生 的 学 习 规 律 决定 的 要 求 等 方面 从 理论 上 系统 地 论述 和 论证 了 启 
发 式 数学 教学 的 基本 要 求 ,从 而 揭示 出 “启发 式 ” 的 含义 实质。 

2. 题目 推荐 

一 般 说 来 ,在 人 们 几 十 年 来 论 及 的 “启发 式 教学 ”的 老 问题 ,这 
样 大 的 范围 里 ,选择 或 确定 一 个 富有 新 意 的 题目 是 比较 困难 的 。 该 
文 作者 确定 的 以 ( 略 论 启发 式 数学 教学 的 基本 要 求 ) 为 标题 及 四 个 
分 段 标题 ,准确 得 体 ,正确 地 表达 了 论文 的 中 心 内 容 ,恰如其分 地 
反映 出 研究 的 范围 和 达到 的 深度 。 语句 精练 .体例 规范 。 作者 锤炼 
的 标题 与 分 段 标题 的 辩证 性 、 科 学 性 、 逻 辑 性 、 理 论 性 与 具体 性 恰 
当 好 处 ,揭示 出 论文 的 主旨 。 

该 论文 标题 (也 叫 题目 ) 妙 在 “启发 式 数学 教学 的 基本 要 求 "12 
个 字 上 。 如 果 改 用 其 他 题目 ,文章 就 难 作 了 。 

з. 创作 新 意 

作者 不 仅 选 题 富有 新 意 ,更 重要 的 在 于 作者 能 在 “启发 式 "这 
个 老 议题 上 ,从 创新 的 角度 探求 新 理论 ,取得 了 创造 性 成 果 。 主 要 
体现 在 : 

O 过 去 几 十 年 来 ,对 “启发 式 " 只 是 作 表 面 文章 ,没有 系统 地 
从 理论 上 分 析 研 究 , 该 文 作者 抓 住 了 问题 的 关键 ; 

(2) 论点 正确 ,论据 充分 ,论证 严密 ,对 * 启 发 式 "的 含义 、 实 
质 .规律 .实施 等 有 自己 独立 的 新 见解 ,在 理论 研究 上 有 新 的 突破 。 

4. 写作 技法 

论文 结构 采用 通用 型 : 

标题 ” 咯 论 启发 式 数学 教学 的 基本 要 求 

分 段 标题 
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L 由 数学 学 习 对 象 的 特性 决定 的 要 求 

2. 由 数学 教学 过 程 的 特征 决定 的 要 求 

3. 由 数学 教学 目的 决定 的 要 求 

4. 由 学 生 的 学 习 规律 决定 的 要 求 

作者 十 分 巧妙 地 把 “什么 是 启发 式 , 为 什么 要 启发 式 ,启发 什 
么 ,怎样 启发 ?" 等 这 样 一 个 大 的 理论 和 实践 问题 ,转化 为 上 述 标题 
和 分 段 标题 的 形式 ,为 全 文 的 展开 抓 住 关键 。 否 则 ,这 类 论文 是 不 
好 写 的 。 

结构 的 辩证 性 、 逻 辑 性 ,文学 性 ,确实 完美 。 

论文 的 开头 ,开门 见 山 ,研究 的 理由 .目的 、 观 点 ,论述 简洁 、 确 
切 ,自然 引出 正文 。 

在 正文 写作 中 ,作者 以 四 个 分 段 标题 为 中 心 内 容 ,在 论述 , 论 
证 过 程 中 做 到 了 既 理 论 又 具体 ,使 得 论文 的 主旨 新 颖 深刻、 集中 、 
鲜明 。 

论文 的 结尾 以 其 全 文 的 条 理性 、 科 学 性 ,得 出 明确 的 结论 与 开 
头 呼应 。 作 者 采用 的 是 展望 建议 式 的 结尾 , 读 后 , 确 实 受到 启发 。 


例文 3 


积分 运算 中 应 注意 的 几 个 问题 


本 文 指出 在 积分 运算 中 容易 忽视 的 几 个 问题 ,并 指出 文 [1]、 
[2]、[3] 中 的 几 处 错误 。 


~、 不定 积分 与 定 积分 的 关系 


一 元 函数 的 积分 运算 包括 定 积分 与 不 定 积分 两 个 方面 。 定 积 
分 存在 ,我 们 称 函 数 可 积 ,不 定 积分 存在 , 称 原 函数 存在 。 
1. 定 积分 存在 并 不 能 保证 原 函 数 存在 
例 1 函数 zsgn(cosz) 在 [0,x] 上 可 积 ,但 在 [0,x] 上 却 没有 
原 函 数 。 
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事实 上 ,我 们 知道 函数 的 导数 至 多 存在 第 二 类 间断 点 ,所 以 ， 
ШЖ Ж rsgn(cos)z 存在 原 沙 数 (z), 则 由 原 函 数 的 定义 得 
Е'(т) = rsgn(cosz) 


即 xsgn(cost) 为 R(x) 的 导 函 数 , 因 而 它 至 多 存在 第 二 类 间断 点 。 
但 函数 xzsgnCeosx) 在 [0,x] 上 却 有 第 一 类 问 类 点 z= 也. 所 以 函数 
xsgn(coszr) 在 [0,r] 上 不 存在 原 函 数 。 


但 是 ,函数 xsgn cosz) 在 [0,x] 上 可 积 , 且 定 积分 值 为 | = 。 


sgn(cosr)dx = Га + 『 z)dz 一 一 z 
И А, 
2. 原 函 数 存在 并 不 能 保证 定 积分 存在 
I СИРКИ. 
Е пло еи 2%0 
o, z=0 
可 以 证 明 ,此 函数 (7+) 存在 原 函 数 Cr), B 


。 1 
VARE ун 去 ，z 关 0 
0, г= 0 
但 在 [一 1,1] 上 却 不 可 积 。 因 为 f(z) 在 [一 1.1] 上 无 界 


3. 著 f(z) 在 [a,6] 上 可 积 , 且 存在 原 函 数 F(z), 则 一 定 有 
[усаг = Ро) -Po 


这 个 结论 把 一 般 教 科 书 中 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 成 立 的 条 件 降低 了 ， 
下 面 证 明 这 个 结论 。 
证 :… f(x) 在 [a,6] 上 可 积 ， 
ТОНЕ є>0, HERM Т.а лола, 
5, 使 得 
S(T)—S<e 
又 f(z) 在 [a,b] 上 存在 原 函 数 Fa), 
在 每 -个 小 区 间 [z,,z,](i 二 1,2,…,n) 上 应 用 微分 中 值 定 
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理 可 得 
Fir) 一 Pr-D = fG An G Є (5-х) 


由 此 可 得 УЛА, = PCD) — Fa) 
又 “SS Ул фол, 500), 
SD < [ооё <8‹Т), 


ГА Гуса = (ЕФ) – Fla) |< є 
由 上 的 任意 性 可 得 
人 reoar= Fe- 


二 、 不 定 积分 计算 也 应 注意 被 积 函 数 的 定义 域 


例如 ,在 文 [1] 中 第 365 页 例 10, 其 结果 为 zole 


现在 ， 我 们 根据 不 定 各 分 的 定义 检验 这 个 结果 是 和 正确 。 
由 不 定 积分 定义 ,假如 该 结果 正确 , 则 在 被 积 函数 
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又 ,参考 文献 [2] 中 ,第 124 页 2. 4， 
JT = а? — аагссоѕ $, 其 结果 是 错误 的 。 


Ух а? — a + arccos ©, z> |а| 


Ма +а arccos ©, z<— lal 


错误 的 原因 之 一 是 对 不 定 积分 的 理解 上 忽视 了 被 积 函数 的 定 
义 区 间 ,把 被 积 函数 在 其 定义 区 间 的 某 一 子 区 间 上 不 定 积分 误 认 
为 是 被 积 函数 在 整个 定义 区 间 上 的 不 定 积分 ;之 二 是 在 不 定 积分 
计算 中 忽视 了 实数 有 关 运算 性 质 。 


三 、 可 积 函 数 的 复合 运算 问题 


我 们 知道 ,在 研究 函数 的 连续 性 与 微分 运算 时 ,有 相应 的 复合 

运算 法 则 ,但 在 积分 运算 中 复合 运算 却 不 成 立 。 我 们 说 ,可 积 钞 数 
的 复合 函数 不 一 定 是 可 积 函数 。 

0,4 х=0 

例 3 ван лае [нато 
Ре т 为 无 理 数 ， 


Туш Тоня унта >1) 


可 以 证 明 , 函 数 /(х) У абт){Е[0,1] Еа, BERAK 


数 ксл ( 97 ЯХЯ етолјнатяв. 


但 是 , 若 将 条 件 加 强 , 则 有 下 面 结论 : 
定理 1 # ysg аР ЕЯ, Н mgl) Мм, S 
Съ, МЕЕ MAER /[g(x)] 在 [a.,5] 上 可 积 。 


与 函数 g(x)= 
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四 、 应 用 积分 中 值 定理 求 极 限 应 注意 的 一 点 
积分 中 值 定理 是 说 , 若 /(x) 在 [a,bJ 上 连续 , 则 在 [a,b] 上 至 
少 存在 一 点 5E [a,6b], 使 得 
rpoaz=reoe-o 
注意 ,这 里 的 《不 仅 与 <. 有 关 , 而 且 与 函数 F(z) 也 有 关 。 
如 文 [3] 中 第 15 页 例 14, 求 
lim совае 
其 解法 为 : 


由 于 jz) 一 zcosszr 在 [0,1] 上 连续 ,因而 由 积分 中 值 定 理 可 
得 


lim | reosszdz = {соз} 

HF 0<0<1, 4 п-коовў 7—0, Mi соѕ 为 有 界 量 , 因 此 ,lim 
Гонаг = o. 

我 们 说 这 种 解法 是 错误 的 ,因为 由 中 值 定理 得 到 应 是 与 4 有 
关 的 如; 虽然 0< 纪 <1, 但 当 mco 时 ,如 一 0, 理 由 也 不 充分 。 事 实 
上 ,着 如 = (а) Ranu онд 1. 

文 [1] 中 第 398 页 例 2 的 也 应 为 

五 、 重 积分 计算 中 积分 区 域 对 称 条 件 的 应 用 


文 [1] 中 第 355 页 例 8, 有 人 这 样 做 : 
Ф х=ғсо50, y=rsin9, 则 


| == yay [ао |" лт, 
К 


do 


o 


= 一 种 [= 一 六 
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з Га — соз*'@)4@ 
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这 种 解法 是 错误 的 。 
We [ia cosa +, m 


ч бє [0,5 |в. costa? = соз°ё; ч ge [5 ‚л mt, Costo = — 
cos’ 

为 了 避免 运算 中 的 错误 ,简化 计算 ,应 合理 地 运用 积分 区 域 的 
对 称 性 。 我 们 有 下 列 结论 。 

定理 2 设 二 元 函数 /(z,y) 在 有 界 用 区域 D EER HD 
关于 y 轴 对 称 。 

(1) 车 在 D 上 ,f(x,y) 关 于 工 是 奇 函 数 , 即 


Say) = асу. frydrdy = 0; 


маз Га? 


d 
0) 车 在 D 上 ,f(x,y) 关 于 工 是 偶 函 数 , 即 
/С—х,у)=/(х,у), й 


[узчу = 2 [rapardy 
y р 


Ж Р, Ж DD {Е х:>0 部 分 的 区 域 。 

类 似 地 ,此 结论 可 改写 为 D 关于 т 轴 对 称 ,函数 f(x,y) 关 于 
>》 是 奇 函数 和 偶 函数 的 情形 。 

ЖИЗ 设 函数 /(x,y,z) 在 有 界 闭 区 域 0 上 连续 , 且 区 域 0 
关于 roy 平面 对 称 。 

(1) 车 在 人 上 ,f(z,y,z) 关 于 z 是 奇 函 数 、 


т [усулду = о, 
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(2) 若 在 QQ 上 ,f(z,y,z) 关 于 z 是 偶 函 数 , 则 
+59. 


[еса = [усов ‚деп ап 


z 之 0 部 分 的 区 域 。 
类 似 地 ,可 给 出 全 关于 yoz、zor 平面 对 称 时 的 结论 。 
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[分 析 ] 


L 内 容 选 择 

这 是 一 箱 数 学 教学 研究 论文 .论文 的 内 容 是 作者 发 现 (数学 分 
析 》《 数 学 分 析 习 题 课 教材 《高 等 数学 方法 ) 书 中 几 道 例题 解答 
错 了 ,由 此 联想 ,并 结合 教 与 学 的 实际 进行 分 析 , 灵 机 一 动 , 自 然 地 
选 为 论文 的 内 容 。 

该 论文 内 容 的 选择 ,恰到好处 ,巧妙 地 由 :不 定 视 分 与 定 积分 
的 关系 ;不 定 积分 计算 也 应 注意 被 积 函 数 的 定义 域 ;可 积 函 数 的 复 
合 运算 问题 ;应 用 积分 中 值 定理 求 极限 应 注意 的 一 点 ; 重 积分 计算 


中 积分 区 域 对 称 条 件 的 应 用 五 个 分 段 标题 的 主旨 ,不 仅 处 理 好 书 
中 几 处 错误 的 问题 ,而 且 解决 了 积分 运算 中 容易 忽视 的 几 个 问题 
的 理论 问题 。 

2. анж 

一 般 说 来 ,在 大 家 熟悉 的 微 积分 大 范围 里 ,选择 有 新 意 的 题目 
是 困难 的 。 该 文 作者 思路 敏捷 ,善于 在 人 们 容易 忽视 的 领域 内 选 
题 。 经 过 反复 推 项 .锤炼 ,以 (积分 运算 中 应 注意 的 几 个 问题 ?为 标 
题 及 分 段 标题 ( 见 论文 ) ,通俗 得 体 , 恰 如 其 分 。 

如 果 针 对 论文 内 容 选择 的 背景 和 论文 主旨 , 改 用 其 他 题目 就 
难以 达到 上 述 效果 。 
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з. 创作 新 意 

作者 不 仅 选 题 通 俗 而 新 颖 ,而 且 在 创作 上 富有 新 意 。 主 要 体现 
在 : 

(1) 在 人 们 “容易 忽视 的 几 个 问题 "的 领域 内 选 题 ,使 得 论文 
内 容 , 标 题 新 ; 

(2) 在 内 容 安排 .处 理 上 抓 住 了 关键 ,分 析 、 归 纳 , 论 证 有 自己 
的 独立 新 见解 。 

4. 写作 技法 

论文 结构 采用 通用 型 。 

标题 ”积分 运算 中 应 注意 的 几 个 问题 

分 段 标题 

(一 ) 不 定 积分 与 定 积分 的 关系 

(二 ) 不 定 积 分 计算 也 应 注意 被 积 函 数 的 定义 城 

(三 ) 可 积 函 数 的 复合 运算 问题 

(四 ) 应 用 积分 中 值 定 理 求 极 限 应 注意 的 一 点 

CE) 重 积分 计算 中 积分 区 域 对 称 条 件 的 应 用 

完美 的 结构 形式 ,通俗 易 慌 的 语句 ,揭示 出 论文 的 主旨 。 

论文 的 开头 , 仅 用 两 句 话 , 言 简 意 明 , 引 出 正文 。 文 中 紧 扣 ”应 
注意 的 几 个 问题 ", 通 过 分 析 、 归 纳 、 论 证 ,使 问题 应 刃 而 解 ,结尾 于 


净利 落 ,前 后 照应 ,使 得 全 文 简洁 完整、 统一。 
例文 4 


二 维 随机 变量 概率 分 布 的 求解 方法 


类 似 于 对 一 维 随机 变量 的 理解 ,本 文 用 分 布 函数 法 和 函数 分 
布 法 ,给 出 求 二 维 随机 变量 概率 分 布 的 基本 规律 。 
一 、 分 布 函数 法 


所 谓 二 维 随机 变量 分 布 函数 法 ,是 指 解 题 时 应 强调 和 注意 以 
.61 。 


下 事项 : 

1. 随机 变量 $= (X,Y) 的 分 布 函数 

设 $=(X,7) 为 二 维 随机 变量 ,对 于 任意 二 实数 zx,y. 称 二 元 
函数 


Е(х,у) = Р\Х<\х.Ү <y) 
为 随机 变量 $= (Х.Р. Ж} ЖО OLE Х 和 了 的 
联合 分 布 函数 。 

这 里 强 调 两 点 : 

(1) 事件 {X,Y 了 <y) ,就 是 事件 (X<zj， (Y<y); 

02) F(xr,y)=P{XS<r,Y<y) 的 实质 是 指 (X,Y) 的 取 值 落 在 
ху 平面 上 ,以 (+,y) 为 顶点 的 左下 方 (包括 边界 ) 的 无 穷 正 方形 内 
的 概率 。 如 图 2-6 阴影 部 分 。 


2. 分 布 函 数 的 性 质 
(1) R(z,y) 是 变量 x 和 变量 у 的 不 减 函数 , 即 对 任意 固定 的 
уу n>a В ЕС Fa y) РЕЖЕ х.щ уу 
MEC yD SF lasy); 
(2) OSF (11y) <1, 5 у 固定 时 ， 
F(— оо,у) = lim F(x,y) =0 
对 固定 的 工 
F(z, — œ) = lim Е(х,у) = 0 
Е 
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Е(— оо, — со) = НтЁ(т,у)=0 
F(+ оо, + оо) = li 


(3) 对 于 任意 的 rry <y Н 
Plr, < X Stay LY S y?) 
= Р(х,у) — Fla, sy) — Ё(х,,у,) + Ебу) 
如 图 2-7 所 示 。 


图 2-7 
3. 离散 型 的 
PIX = zY = у) = р, 
БЕ ГА 
P20 ; DDr 
= <r <+ оо 
Е(х,у) = Р» 
р? рэр = о<х<+‹о 
4. 连续 型 的 
. 
Ра<х<вс<у<а4}= сова 
Н Р(х,у) 
—о°<х<+ 
(х,у) 20 : 
255) = < y <+ 


Грен 
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5. 车 6 一 (X,Y) 的 分 布 函数 为 PCz,y),p(z,y) 为 概率 密度 ， 
则 有 “= 
ғау = | || р\т,)Члду 
车 p(x,y) 在 点 (x,y) 处 连续 , 则 有 
ФРС.) 
агду 
例 1 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
жеб» r>0y>0 
0 其 它 
其 中 为 常数 , 求 Р(0<Х<1.0<Ү<2}. 
解 ” 先 确定 常数 ,再 求 分 布 函数 ， 


kp(z,y)drdy = 1 


= р.у) 


pzy) = 


[eerdy =1 
解 得 k=12. 

(X,Y) 的 分 布 函数 PCz,y) 

当 xz>0,y>>0 时 ， 


Fay) =f! pledray 


= [оооу 
oo 
=(1 — e1) — e7”) 

当 工 ,y 为 其 它 情形 时 ,F(x,y)==0, 故 
a-e- e х>0,у>о 
0 其 它 

^ РО<Х<1,0<Ү<2)} 
=Е(1,2) 一 Е(1,0) — Е(0,2) + Е(0,0) 
= — e™)(1 — e7) 
例 2 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
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Flr,y) = | 


а + Тау о<х<1,0<ує<2 
б.у) = 3 


0 其 它 
OD (XYD N R 
(2) (X,Y) 的 边缘 分 布 密度 ， 
(3) (X,Y) 的 条 件 密度 ; 


w раху [и |х|. 


解 (1) 当 z<0 或 y>S0 时 .Pr,y)=0,FCr,y) 一 0 
当 0<X<1,0<Y<2 时 


Fay) =]. || р(,у)йгду 
ео ее e 
当 0<x<lvy>2 时 
Еу) = 了 _pGrv)dzdy 
=f [peardy + [осоо 
= [pcrwaray + | [Гоа 
= dey)drdy = Fuze + Dr 
当 x>1,0<y<2 时 
Есу) = f Р(х, у)4хду 
=[ [peradrdy 
=f her,wardy + ре у)йхду 


=f fer.wdrdy 
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Е [= + 到 zyjdrdy =ч + »» 
X4 х>1,у>2 i 
кесуу = [| (e+ у) ау = 1 


综 上 所 述 ,分 布 函数 为 
0 х<0 R y<0 


Jesz +) 0<r<1,0<y<2 


Р(х,у) = Таб + D 0<=<1,у>2 


a+»  z>10<y<2 


1 х>1,у>?2 
(2) 40<х<1} 


ГЕ) = 站 edy 
N | 
ее) 
=r + 2. 
当 0<y<2 时 
во) [расу 


л 
= + та} а 
Ee S S 
=з. 

(3) 当 0<z<1,0<y<2 时 

pz,y) _ ба? + 22у 


Р роу 2+y 
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Е 
+ 


Ey) _ 37+ 
Pls} => су 
(4) ШИ 2-8. 2-9 所 示 。 
PIX+Y>1)= Je ydzdy 


ы]; de + 二 zyjdy = $ 


PlY>X}= И y)dzdy 


-faf Š + а 


(ика) 


17 


4 
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例 3 设 (X,Y) 的 联合 分 布 函数 为 


+arctg ЕЛЕЕ 
WR: 
(1) (X,Y7) 的 联合 密度 函数 ; 

(2) Р{0&Х<2,у<3} 

解 显然 这 是 连续 型 二 维 随 机 变量 的 分 布 函数 ,由 公式 ,其 联 
合 密度 函数 为 


O) р(т,у)= 


ЖК Жез 
ахду тї(4+')(9+уУ 
(29 РОХ < 2, < 3) 


ff plz, у)дхду 


П 


二 、 函 数 分 布 法 


所 谓 二 维 随机 变量 函数 分 布 法 ,是 指 
设 已 知 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 p(x,y), 又 f(x,y) 为 二 
元 连续 函数 , 则 随机 变量 函数 
Z= /‹Х,Ү) 
的 概率 密度 p,(z) 可 以 按 下 列 程序 求解 。 
《1) 先 求 出 = 的 分 布 函数 Fz(z) 
Fz(z) =P{f/(X,Y) < z} 
= [| zvary 


Sines 
е 


《2) Fz(z) 对 z 求 导 得 p,(z) 
_ dFz(z) 
вә = 00 
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1. Z=X+Y 的 分 布 
设 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 密度 为 p(x，,y), 求 2 二 XX 十 Y 的 密 
度 p,(z) 可 用 下 列 公式 


р) 一 站 pe 一 z)dz 
或 者 
р) = Г pz улуду 
当 X 和 了 独立 时 , 则 <= ХТУ 的 概率 密度 为 
во = [U bap, > adz 


кю = [рое — De ody 


2. Z=X-Y 的 分 布 
设 随机 变量 (X,Y) 的 密度 为 pay) R Z=X—Y 的 概率 密 
Ж p.(z) 可 用 下 列 公式 


ра) = [Гое 一 z)dr 
或 
р) = Гоо +=.»чу 
当 X 和 Y 相互 独立 时 
р) = Г Тосор, 一 =)dz 
或 
э) = [роо оруду 


з. Z=X -Y 的 分 布 
设 随机 变量 (X,Y) 的 密度 为 pry) R Z=X -Y 的 概率 密 
度 p,(z) 可 用 下 列 公式 
rr 


或 


当 X 和 了 相互 独立 时 ， 


pi(z) = Гло» 2) т 


po = [pl ro) Ho 


X 
4. 2 一 区 的 分 布 


设 随机 变量 (X,Y) 的 密度 为 рлу) ж Хаж ГА 
(z) 可 用 下 列 公式 
6,6) = 
当 X 和 YY 相互 独立 时 
p,(z) = [Troe oylay 
5. 2=тах(Х.Ү), 7=пиїп{Х,Ү}@ Ж 
设 随 机 变量 X 和 了 相互 独立 ,其 密度 和 分 布 函数 分 别 为 p 
(z) Fx M p, O) Fr) 
(1) Z=max (X,Y) Ж 
Е, (2) =P{Z <z} = P{X < z,Y <z} 
=P{X < z} + P{Y < z} < Fx(2) . Fy(2) 
pi(z) =F'z(2) = p,(2)Fy(2) + Fx(2)p, (2) 
当 X 和 Y ihn}, Z=max {X,Y } Ж ей К ЖЕ БЕ 2} 
为 


“posvy)lyldy 


Fz(z) 一 [F(z) 了 
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P, =2F(z)p(z) 
Hp ЕС) ЕС) Еу) ро) руб) р, (0) 
(2) Z 二 min{X, 六 的 分 布 函 数 为 
Еа) =PlZ Sz}=1- PiZ>:} 


РҮҮ >23) 
= [1— Ру(г)][1— Fr(z)] 
p, =Е', С) 
=p (D[1 Ру(е)] + р,()[1 — Fx(2)] 
当 X 和 Y 和 独立 同 分 布 时 , 则 Z=min!tX,Y} 的 分 布 函数 和 密度 分 
别 为 


Fz(z) =1— [1— Fœ? 
p,(z) =2р(=)[1— F(z)] 
HP РС) = Еу) = Еу ба) pla) = руба) = р, (2). 
最 后 强调 一 下 随机 变量 函数 的 联合 分 布 。 
设 (X,Y) 的 联合 密度 为 p(x,y) ,函数 
и = h, (x,y) о = h(x,y) 
有 连续 偏 导数 , 且 存 在 唯一 的 反 函 数 
т = rlu,v) y = ylu,v) 
WU =h (X,Y) УА, (Х.У), WU VREA EE H 
Tae [әл KR 
0 其 它 


其 中 л= 00) 


EC 

例 1 设 两 个 独立 的 随机 变量 X 与 了 的 分 布 律 为 
СИВЕ: ү |2 4 
pe |03 0.7 P, |06 04 
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求 随机 变量 Z=X 十 Y 的 分 布 律 。 
解 '… 和 与 了 相互 独立 
a PAED, P, 
Bp 


又 因 


故 有 
5 1 
0.54 0.28 


2 设 X 与 Y 相 互 独立 且 X RA No), Y 服从 [一 
妇 上 的 均匀 分 布 , 求 Z 一 X 十 Y 的 分 布 密度 。 
Ж X 与 了 的 密度 分 别 为 


шшр? 


ч) = е pa — оо<х<+ оо 
Rk gi 
(Хе -|z == 
0 ЖЕ 
由 公式 ,得 


x Tg 
palz) =- 站 mc — ээ, ду = 5 fee — ydy 
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例 3 设 随机 变 最 X 与 了 相互 独立 ,分 布 密度 分 别 为 


ГК) -| 
0 


Руб) -| 
0 


2 


2 


2= V 和 十 六 的 分 布 密度 。 
解 由 XX 与 Y 相互 独立 .得 (X.Y7) 的 联合 密度 为 
бглу) =р,(х)р,Су) 


{= ТЕ 
一 4 
0 


0<:<+ с=с 
其 它 
о<у<+= 


о<т<+,0<у<+ оо 


其 它 


显然 , 当 z<0 时 ,F(z)=0,p.(z)=0 


x 2220 8}, (H 2-10) 
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F(z) = [crswardy 
Z 


Л ре) = Еа) = 22е 
о-на 
0 :2:<0 
p:(z) = p с Sö 
例 4 设 X 与 了 相互 独立 , 且 都 服从 区 间 (0,a) 上 的 均匀 分 
布 , 求 Z= 关 的 分 布 密度 。 
и шшш 
1 
Pen = 
о дъ 


0<r<a 


1 
Pyt) -|e 
0 RE 


0<у<а 


“对 与 Y 相互 独立 
1 
点 0<r<a,0 

A Н 590042 
0 其它 

再 求 已 (z) 和 户 (z), 如 (图 2-11、 图 2-12) 


当 z<0 时 ,F.(z)=0 
当 0<z<1 时 ， 


F.(z) [yazdy 
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上 [ep 


рю Е.) = 去 
当 z>>1 时 ， 
Be i 
Еа) =} Гах [= 1 一 去 


1 


ьш) Е.) = ўз 
> > 
my ое ыбы» 
6—1, А е 
82-1 9 2-12 
综 上 所 述 ,= 一 他 的 分 布 密度 为 
0 :<0 
юм = 02 VSS 
1 
эп *>1 
й5 设 随机 变量 X 与 了 独立 同 负 指 数 分 布 ,其 密度 函数 为 
0 <0 
Rs f- 1>0 


ща XHY 与 学 也 独立 。 


证 由 于 和 与 独立 同 负 指数 分 布 , 故 (X,Y) 的 密度 为 


[еә ж>б,у>0 
Р. (у) = \о 其 它 
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7 Мий 
当 x>0,y>0 时 ,u>0,w>0 
ЗАЛА Сла 
_ дуу ito ажо * 
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риу) =P, 
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ЫЛ 


XY 与 学 也 相互 独立 。 

йв 对 某 种 电子 装置 的 输出 测量 了 ох. Няя х. 
区 .XXXs, 设 它们 是 相互 独立 的 变量 , 且 都 服从 同一 分 布 
二 0 

0 2<0 
R max {X,XXX X IDA 的 概率 。 

解 $ V=max{Xi XXXs Xs} 

由 于 XX Xa Xe X, 相互 独立 , 且 服从 同一 分 布 ,由 前 述 


F(z) 


Falz) = [FF 
所 求 概率 
Ptz>>4} =1 — Piv S 4} = 1 — Fan (4) 
=1— [FW =1—([1—е]} 
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[分 析 ] 


1. 内 容 选择 

这 是 一 篇 数学 教学 研究 论文 。 论文 的 内 容 是 作者 针对 初学 者 
感到 概率 论 中 多 维 随机 变量 概念 抽象 .习题 难 做 ,方法 不 易 掌握 等 
独特 之 处 ,由 此 联想 ,并 结合 教 与 学 的 实际 进行 分 析 研 究 , 选 择 了 
二 维 随机 变量 概率 分 布 的 求解 方法 为 论文 的 内 容 。 

作者 善于 从 数学 习题 课 的 角度 上 选 题 ,并 巧妙 地 加 以 筛选 ,以 
二 维 随机 变 基 的 分 布 函数 ,二 维 随机 变量 函数 的 分 布 作为 论文 的 

。77 。 


旨 , 结 合 富有 启发 性 的 典型 习题 ,分 析 、 归 纳 出 “分布 函 数 法 "与 
“函数 分 布 法 ”, 对 教 与 学 有 一 定 的 指导 意义 , 既 巩固 了 多 维 随机 变 
量 的 基础 ,突出 了 多 维 随机 变量 的 重点 ,又 抓 住 了 突破 多 维 随机 变 
量 难点 问题 的 关键 。 

2. 题目 推荐 
一 般 来 说 ,在 数学 各 科教 学 领域 里 ,选择 具有 新 意 的 题目 不 是 
一 件 容易 的 事 。 该 文 作者 能 刻 若 钻 研 教材 ,善于 在 人 们 热 悉 的 习题 
课 领 域 里 ,寻找 有 规律 性 的 东西 。 
在 选择 论文 内 容 的 过 程 中 ,经 过 反复 推荐 ,确定 了 以 (二 维 随 
机 变量 概率 分 布 的 求解 方法 ) 为 标题 ,以 “分 布 函 数 法 ”与 “函数 分 
布 法 "为 分 段 标题 ,揭示 出 论文 的 内 容 和 范围 ,使 论文 的 题目 在 一 
般 化 中 显 出 新 颖 。 
这 类 选 题 ,在 数学 各 科教 学 领域 里 是 大 量 的 ,也 是 很 重要 的 。 
对 难 学 的 概念 ,公式 、 定 理 不 好 理解 ,对 解 题 不 得 要 领 或 思路 闭塞 ， 
选择 一 些 有 启发 性 的 典型 问题 作 思 维 定 势 处 理 , 帮 助 解 瓯 解困 ， 
拟 出 有 新 意 的 标题 ,撰写 成 数学 教学 研究 论文 是 很 有 意义 的 。 
3. 创作 新 意 
如 前 所 述 , 作 者 选 题 新 ,在 内 容 安 排 和 处 理 上 有 新 特点 ,主要 
体现 在 : 
(1) 题目 隐 含 着 学 习 概率 统计 课 的 统一 高 观点 : 一 个 随机 试 
验 的 整体 概率 可 以 用 一 个 相应 的 随机 变量 及 其 概率 分 布 来 描述 ， 
突出 了 二 维 随机 变量 及 其 概率 分 布 的 求解 方法 , 抓 住 了 学 习 多 维 
随机 变量 的 关键 ,使 得 论文 的 题 日 在 习题 课 领域 里 显得 新 颖 ; 
(D 论文 内 容 在 安排 处理 的 手法 上 有 新 特点 .有 新 意 ,以 “分 
布 函数 法 "与 "函数 分 布 法 "贯穿 全 文 , 揭 示 出 求 二 维 随机 变量 概率 
分 布 的 方法 规律 。 
4. 写作 技法 
论文 结构 采用 通用 型 : 
标题 二 维 随机 变量 概率 分 布 的 求解 方法 
.78 。 


分 段 标题 

(一 ) 分 布 函数 法 

(二 ) 函数 分 布 法 

简洁 、 对 偶而 重点 突出 的 结构 形式 ,揭示 出 论文 主旨 。 

论文 的 开头 仅 用 两 句 话 ,非常 自然 的 引出 正文 。 

正文 的 写法 简练 , 抓 住 了 突出 重点 、 解 决 好 难点 的 关键 ,以 书 
中 概念 和 已 证 明了 的 公式 ,定理 ,系统 的 提炼 出 “分 布 函 数 法 ”与 
“函数 分 布 法 ”, 以 连续 型 随机 变 最 为 主 ,把 “方法 ”渗透 于 例题 中 ， 
把 理论 方法 转化 为 具体 可 行 的 方法 。 

例题 的 解答 过 程 ,就 是 对 理论 分 析 、 论 证 过 程 ,这 种 渗透 的 写 
法 ,使 得 全 文 语言 精练 ,论文 主旨 突出 。 

这 类 论文 如 果 议 论语 句 过 多 ,就 会 适得其反 , 达 不 到 论文 写作 
要 求 。 

论文 结尾 干净 利落 ,与 开头 呼应 。 
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第 三 章 ”数学 思想 方法 论文 


数学 在 其 漫长 的 发 展 过 程 中 ,不 仅 建立 了 严密 的 数学 知识 体 
系 ,而 且 形成 了 一 整套 行 之 有 效 的 数学 思想 方法 。 

数学 思想 方法 ,贯穿 于 数学 问题 的 发 现 和 解决 的 全 过 程 中 ,在 
数学 教学 ,科研 .数学 创造 与 发 现 .培养 人 才 等 方面 都 起 到 指导 作 
用 。 因 此 ,撰写 数学 思想 方法 论文 具有 十 分 重要 的 意义 。 


第 一 节 论文 内 容 的 选择 


在 概论 中 讲 过 ,数学 思想 方法 论文 是 指 研究 数学 思想 方法 , 运 
用 数学 思想 方法 所 写成 的 文章 , 它 属于 数学 方法 论 的 范畴 。 因此， 
在 选择 论文 内 容 时 ,作者 应 学 习 数 学 方法 论 有 关 知 识 。 


一 、 数 学 思想 方法 


随 着 近代 和 现代 数学 的 发 展 ,数学 方法 论 作为 -- 门 独立 的 学 
科 已 经 建立 并 有 了 相应 的 发 展 ,其 重要 标志 之 一 就 是 出 现 了 许多 
具有 划时代 意义 的 数学 思想 方法 ,导致 了 数学 基础 学 科 的 重大 变 
革 。 

L 数学 思想 方法 的 含义 

我 们 知道 ,数学 发 展 的 动力 ,无 疑 来 自 人 类 的 生产 实践 活动 ， 
而 数学 思想 和 数学 方法 是 其 中 重要 的 因素 。 而 数学 思想 是 人 们 通 
过 数学 活动 (包括 发 现 、 研 究 数学 知识 、 应 用 数学 知识 解决 问题 和 
教授 与 学 习 数学 知识 三 项 活动 ) 认 识 世 界 的 过 程 中 所 形成 的 基本 
数学 方法 是 为 数学 活动 提供 的 思路 .方式 .逻辑 手段 和 操作 


这 里 所 说 的 数学 思想 方法 (广义 地 讲 ,任何 数学 知识 都 是 思想 
方法 ) 是 贯穿 于 数学 知识 之 中 的 微观 线索 。 思 想 方 法 以 知识 为 基 
础 , 隐 含 在 知识 之 中 , 反 过 来 又 指导 ,促进 知识 的 发 展 深化 及 向 能 
力 转化 。 方 法 是 实施 思想 的 手段 ,思想 是 对 应 方法 的 精神 实质 和 理 
论 依据 .数学 思想 方法 是 数学 的 生命 和 灵魂 , 它 有 普遍 意义 和 水 便 
的 价值 。 

2. 一般 的 数学 思想 方法 

数学 的 方法 分 为 一 般 的 思想 方法 和 具体 的 方法 (包括 解 题 方 
法 ) 有 几 百 种 之 多 ,不 更 述 。 

常见 的 一 般 的 数学 思想 方法 如 下 : 

公理 化 方法 
化 归 方 法 

数学 思想 方法 1 特殊 化 与 一 般 化 方法 
关系 喘 射 与 反 演 方法 
数学 模型 方法 

(1) 公理 化 方法 

即 从 尽 可 能 少 不 定 义 的 原始 概念 和 基本 公理 出 发 ,利用 退 辑 
推理 法 则 ,把 某 一 门 数学 构建 成 演绎 系统 的 方法 。 

在 具体 研究 工作 中 ,公理 化 方法 ,特别 是 它 的 逻辑 思维 有 着 重 
要 的 作用 。 如 图 3-1 所 示 。 

“观察 结果 或 
实验 数据 
ару р 


BIRN 


归纳 


кел Ш.И. 


图 3-1 


由 图 3-1 表明 ,由 “ 果 ” 到 “ 因 ”。 即 对 所 得 的 观察 材料 ,运用 数 
学 的 公理 推导 的 方法 ,归纳 出 定律 。 
由 “ 因 " 到 * 果 "如 图 3-2 所 示 。 
.81 . 
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图 3-2 


从 基本 假说 或 少数 定律 出 发 ,进行 理论 推导 ,看 会 推出 哪些 尚 
未 观测 得 到 的 或 尚未 发 现 过 的 现象 ,然后 再 用 实验 去 验证 。 

例如 :用 公理 化 方法 在 整理 数学 知识 ,促进 新 理论 的 创立 和 对 
数学 乃至 其 他 科学 理论 的 表述 都 有 重要 作用 ;用 公理 化 方法 可 把 
零散 的 数学 知识 用 逻辑 链条 串联 起 来 ,使 之 成 为 一 个 简洁 的 、 条 理 
的 、 和 谐 的 有 机 体系 ,等 等 。 

(2) 化 归 方 法 

化 归 方 法 就 是 把 待 求解 的 问题 ,通过 某 种 转化 过 程 ,归结 到 一 
类 已 经 解决 或 比较 容易 解决 的 问题 , 借 此 来 获得 问题 的 解决 。 

化 归 方 法 又 称 化 归 原 则 ,是 数学 方法 论 中 的 基本 方法 之 一 ,是 


数学 家 思考 和 解决 问题 的 基本 原则 。 
一 般 模式 如 图 3-3 所 示 。 
тжююни T S 已 经 解决 政 比较 容易 着 次 的 问题 
Pn з | 一 一 | ж в 


图 3-3 


有 时 要 按 上 图 进行 多 步 化 归 , 问 题 才 得 以 解答 。 
例如 :解析 几何 的 创立 ,使 几何 问题 化 归 为 代数 问题 ,使 用 坐 
标 法 将 * 形 ”( 曲 线 ) 的 问题 化 归 为 * 数 "( 方 程 ) 的 问题 。 
数学 中 用 化 归 法 解决 问题 的 例子 举 不 胜 举 。 
(3) 特殊 化 与 一 般 化 方法 
1) 特殊 化 方法 
.82 


对 于 -个 具有 一 般 对 象 的 问题 ,从 简单 情况 或 特殊 对 象 人 手 ， 
寻求 思路 和 方法 予以 解决 ,这 种 方法 称 为 特殊 化 方法 。 

对 于 一 个 一 般 的 .抽象 性 问题 ,其 中 的 对 象 .因素 、 概 念 、 结 构 
比较 复杂 ,它们 的 关系 比较 隐蔽 ,由 条 件 到 达 结 论 的 途径 不 清晰 。 
这 时 ,往往 从 特殊 情况 人 手 , 用 特殊 化 的 方法 探索 解 题 的 思路 和 途 
径 , 并 选择 突破 口 ,进而 解决 一般 问题 。 

特殊 化 的 方法 不 仅 是 解 题 ,检验 问题 的 重要 方法 ,而 且 还 是 探 
索 规 律 进行 创造 性 思维 的 有 效 工具 ,历来 被 数学 家 所 推崇 。 

2) 一 般 化 方法 

对 于 一 个 不 易 解决 的 特殊 命题 ,将 之 一 般 化 , 即 从 考虑 一 个 对 
象 过 滤 到 考虑 包含 该 对 象 的 一 个 集合 ;或 者 从 考虑 一 个 较 小 集合 
过 渡 到 考虑 一 个 包含 该 较 小 集合 的 更 大 集合 ,然后 先 解决 一 般 情 
形 , 青 把 解决 - 般 情形 的 技巧 .方法 或 其 结果 应 用 到 特殊 命题 上 、， 
最 后 获得 特殊 命题 解决 ,这 种 思想 方法 称 为 一 般 化 方法 。 

利用 一 般 化 方法 解决 问题 通常 有 三 种 类 型 : 

D 直接 把 特殊 命题 扩 广 为 包含 这 一 特殊 情况 的 一 般 命题 , 利 
用 一 般 命 题 的 现成 结论 真 接 还 原 回去 就 得 到 解答 ; 

© 作出 拓 广 后 ,利用 一 般 命题 的 性 质 去 解决 特殊 命题 ; 

© 作出 拓 广 后 ,利用 一 般 命 题 的 解答 思路 去 探讨 解决 特殊 问 
题 的 思路 。 

特殊 与 一 般 是 辩证 统一 的 。 从 一 般 到 特殊 的 演绎 法 ,从 特殊 到 
一 般 的 归纳 法 以 及 从 特殊 到 特殊 的 类 比 法 等 ,运用 巧 了 ,能 获得 新 
的 成 果 , 力 至 完成 重要 的 发 现 。 

这 里 谈 及 的 归纳 法 与 类 比 法 是 数学 方法 论 中 最 基本 的 方法 。 
其 作用 如 图 3-4 所 示 。 


从 具体 7 90 — н — Pp Era 
有 具体 材料 天 比 一 联想 一 一 预见 ata — 


图 3-4 
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(4) 关系 映射 与 反 演 方法 

当 处 理 具有 关系 结构 S 的 数学 问题 有 困难 时 ,可 选择 适当 的 
映射 ,把 考察 的 问题 所 在 的 关系 结构 S 映 成 与 它 有 一 一 对 应 关系 
的 关系 结构 S' ,在 新 关系 结构 S 中 ,可 把 问题 结果 得 到 之 后 ,再 
通过 逆 映 射 反 演 到 S ,从 而 求 得 问题 的 结果 ,这 种 处 理 问题 的 方法 
叫做 关系 (Relation ) 映 射 (Mapping) 反 演 (Inversion) 方 法 ,简称 
RMI 方法 。 

RMI 方法, 最早 由 数学 方法 论 专 家 徐 利 治 教授 提出 ,在 他 的 
有 关 著 作 中 有 详细 论述 。 

为 更 确切 地 表述 RMI 方法 的 含义 和 步骤 , 先 介绍 几 个 相关 的 
术语 : 

O 关系 结构 

彼此 间 具 有 某 种 或 某 些 数学 关系 的 对 象 的 集合 统称 为 关系 结 
WRR. 

这 里 所 说 的 数学 关系 是 广泛 的 ,如 代数 关系 、 几 何 关系 、 序 关 
系 、 函 数 关 系 、 解 析 关 系 、 泛 函 关 系 、 拓 扑 关 系 、 相 容 关 系 、 不 相 容 关 
系 、 相 关 关系 ,等 等 。 

加 映射 与 反 演 

凡是 在 两 类 数学 对 象 或 两 个 集合 的 元 素 间 建立 了 一 种 对 应 关 
系 ,就 定义 了 一 个 映射 .如 果 是 一 一 对 应 关系 , 则 必 有 逆 映 射 , 称 为 
可 逆 映 射 。 

设 "是 一 个 映射 , 它 把 集合 S 一 {a} 中 的 元 素 映 满 另 一 集合 
S= (a'h IEH a’ RIR a 的 映像 ,a 为 原 像 , 记 作 

P:S + 5°, фа) =a 
特别 地 ,如 果 S 是 一 个 关系 结构 系统 ,p 能 将 S ВА S , 记 作 
SS 

称 $ 为 $ 的 映像 关系 结构 系统 .S 为 原 像 关 系 结构 系统 。 

把 映射 的 逆 映 射 称 为 反 演 , 记 为 pg7'， 

SS 
本 


O 关系 演 射 与 反 演 法 

设 原 像 数学 关系 结构 系统 S 中 未 知性 态 的 对 象 为 x, 它 是 问 
题 中 需要 确定 的 目标 , 称 为 目标 原 像 , 在 映射 ?的 作用 下 ,有 

x" =Фх) 

称 为 目标 映像 。 

车 在 映像 数学 关系 结构 系统 S" 中 ,目标 映像 工 "能 通过 一 定 
的 数学 方法 少 找 出 来 并 确定 为 zx" , 则 称 少 为 定 映 手续 。 

有 了 “之 后 , 则 通过 反 演 8 可 相应 地 把 工 确定 为 

alz = ф\(х*)] 
综合 上 述 , 用 RMI 方法 解决 问题 的 一 般 过 程 如 图 3-5 所 示 。 
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图 3-5 


整个 过 程 包含 如 下 几 个 步骤 : 
关系 一 映射 一 定 映 一 反 演 一 获 解 


例如 : 求 级 数 У) > 的 和 del< 


at 


取 映 射 p: 对 级 数 逐 项 微分 
а= + +a + a” 
定 映 手续 RMH 1 
取 适 映射 gr:: 对 和 积分 
ее ен 


即 得 
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由 此 可 见 ,RMI 方法 是 一 种 普遍 有 效 的 数学 思想 方法 ,导致 
数学 新 理论 ,新 学 科 的 产生 。 如 解析 几何 、 微 积分 、 群 论 , 等 等 。 

(5) 数学 模型 方法 

把 所 考察 的 问题 抽象 或 构造 成 相应 的 数学 模型 ( 详 见 第 四 
章 ), 通 过 对 数学 模型 的 研究 ,使 问题 得 以 解决 的 方法 称 为 数学 
(Mathematics ) 模 型 (Model) 方 法 。 简 称 MM 方法 。 

运用 MM 方法 的 程序 是 ,将 实际 问题 提炼 成 数学 模型 ,然后 
求 出 数学 模型 的 解 ,最 后 再 返回 到 实际 问题 得 到 原 问 题 的 解答 。 


二 、 数 学 思想 源 于 数学 思维 


我 们 知道 ,数学 思维 是 人 脑 和 数学 对 象 交互 作用 并 按照 一 般 
的 思维 规律 认识 数学 本 质 和 规律 的 理性 活动 ,具体 来 说 ,数学 思维 
就 是 以 * 数 "和 *“ 形 "及 其 结构 关系 为 思维 对 象 ,以 数学 语言 和 符号 
为 思维 的 载体 ,并 以 认识 发 现 数学 规律 为 目的 的 一 种 有 

数学 思维 可 分 为 逻辑 思维 形象 思 维和 直觉 思维 三 种 基本 类 
型 。 在 数学 思维 的 全 过 程 中 ,孕育 着 数学 思想 ,数学 思想 源 于 数学 
思维 之 中 。 在 这 种 思想 指导 下 ,对 某 一 类 数学 方法 进行 概括 , 即 形 
成 数学 思想 方法 。 如 数 形 结合 的 思想 方法 、 分 类 讨论 的 思想 方法 、 
抽象 分 析 的 思想 方法 .构造 方法 .反例 方法 等 。 

为 了 发 掘 数学 思想 方法 ,论文 内 容 的 选择 可 在 思维 "差异 " 即 
思维 品质 等 方面 进行 探讨 。 

1. 激励 质疑 ,培养 思维 的 深刻 性 

思维 的 深刻 性 , 即 抽象 逐 辑 性 .是 指 能 够 透 过 事物 的 表面 现象 
把 握 其 本 质 及 其 相互 关系 ,正确 认识 事物 发 展 规律 .表现 为 善于 使 
用 抽象 概括 ,理解 透彻 深刻 ,推理 严密 ,逻辑 性 强 .在 数学 思维 活动 
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中 能 抓 住 数学 问题 的 本 质 属性 及 其 相互 联系 ;从 研究 的 材料 (已 知 
条 件 、 解 法 与 结果 ) 中 揭示 被 掩盖 住 的 个 别 特殊 情况 ;能 组 合 各 种 
其 体 模式 。 

在 二 述 原则 下 ,在 数学 思维 的 深度 上 ,激励 自己 大 胆 提 出 新 间 
题 ,追根 求 源 ,揭示 问题 的 实质 

2 纵横 渗透 ,培养 思维 的 广阔 性 

即 思维 的 广度 ,是 指 善于 全 面 地 分 析 问 题 , 思 路 开 阅 ,多 角度 、 
多 层次 地 探求 ,数学 恩 维 活动 中 表现 为 能 把 握 数学 问题 整体 , 抓 信 
它 的 基本 特征 ,同时 不 放 过 其 中 有 意义 的 细节 与 特殊 因素 ,进行 多 
方面 的 思考 , 找 出 解决 问题 的 多 种 方法 ,并 推广 应 用 于 类 似 的 问题 
中 。 

在 上 述 原则 下 ,有 意识 地 将 数学 学 科 自 身 、 数 学 各 学 科 、 各 分 
支 的 知识 问 进行 渗透 ,从 而 使 思维 开 阅 ,获得 一 是 多 解 或 一 法 多 
用 ， 

з. 多 维 思索 ,培养 思维 的 灵活 性 

思维 的 灵活 性 , 即 思维 的 灵活 程度 ,是 指 能 依据 客观 条 件 的 变 
化 及 时 调整 思维 的 方向 ,表现 为 能 对 具体 的 数学 问题 作 具 体 分 析 ， 
善于 根据 情况 的 变化 ,及 时 调整 原 有 的 思维 过 程 与 方法 ,灵活 运用 
有 关 的 定理 ,公式 .法则 ,并 且 思 维 不 加 于 固定 程式 或 模式 ,具有 较 
强 的 应 变 能 力 。 

在 上 述 原则 下 ,善于 发 现 新 的 条 件 和 新 的 因素 ,能 从 多 层次 、 
多 角度 去 思考 问题 ,在 多 维 思索 中 ,学 会 灵活 处 理解 决 问题 的 思 
起 方法 。 

4. 辨析 对 比 .培养 思维 的 批判 性 

思维 的 批判 性 , 即 思维 的 独立 性 。 是 指 思维 活动 中 独立 思考 ， 
善于 提出 疑问 ,并 发 表 不 同 看 法 ,严格 客观 地 评价 思维 的 结果 ,及 
时 地 发 现 和 纠正 错误 .在 数学 思维 活动 中 .表现 为 对 已 有 的 数学 表 
达 和 论证 提出 自己 的 见解 ,自我 评判 , 诽 别 正 误 ,排除 障碍 ,寻求 最 
佳 答案 。 
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在 上 述 原则 下 ,善于 根据 实际 情况 ,展开 创造 性 思考 并 提出 独 
立 见 解 , 辨 析 对 比 , 发 现 问题 的 实质 。 

5. 勇于 猜测 ,培养 思维 的 创造 性 

思维 的 创造 性 , 即 思维 的 创新 程度 .是 指 思考 问题 和 解决 问题 
时 的 方式 .方法 或 结果 的 新 颖 ,独特 ,具有 创造 性 ,在 思维 活动 中 表 
现 为 能 独立 地 发 现 问题 .解决 问题 ,勇于 创新 .敢于 突破 常规 的 思 
考 方法 和 解 题 程式 ,大 胆 提出 新 的 见解 和 采用 新 的 方法 。 

在 上 述 原则 下 , 既 要 善于 发 散 思 维 ,又 要 善于 收敛 思维 ,开拓 
创造 性 思维 ,寻找 解决 未 发 现 和 未 解决 的 问题 ,大 胆 提出 数学 猪 
想 ,在 研讨 数学 猜想 的 过 程 中 ,获得 新 的 成 果 。 


第 二 节 论文 的 写作 


数学 思想 方法 论文 内 容 的 选择 领域 是 十 分 广阔 的 。 但 是 ,要 想 
写 一 篇 好 的 数学 思想 方法 论文 不 是 一 件 容易 的 事 。 它 不 仅 要 求 作 
者 具有 多 学 科 数 学 理论 基础 知识 ,还 要 求 作者 认真 学 习 数 学 方法 
论 ,数学 教育 学 等 有 关 知 识 ,在 数学 教学 中 发 据 数学 思想 方法 。 只 
要 我 们 深入 探索 和 研究 ,就 会 创作 出 好 的 数学 思想 方法 论文 。 


一 、 论文 的 结构 及 特点 


1. 论文 的 结构 

由 于 数学 思想 方法 论文 涉及 的 知识 面 广 ,为 了 便于 作者 表达 
思考 过 程 ,突出 研究 成 果 ,论文 的 结构 -- 般 采用 图 3-6 的 形式 。 

正文 里 有 若干 个 分 标题 (段落 标题 ), 这 些 分 标题 都 是 反复 推 
鼓 .锤炼 而 成 ,对 论文 起 到 关键 性 的 作用 。 

例如 : 

标题 ” 浅 谈 加 强 数学 思想 方法 教学 的 途径 

正文 里 的 分 标题 

1 改变 观念 ,提高 数学 思想 方法 教学 的 意识 性 
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2 摘 索 规律 ,贯彻 数学 思想 方法 教学 的 四 项 原则 


2.1 渗透 性 原则 

2.2 反复 性 原则 

23 系统 性 原则 

2.4 明确 性 原则 

( 郭 立 昌 .数学 通报 . 1992. 6) 

2. 论文 的 特点 

我 们 知道 ,数学 方法 论 有 宏观 方法 论 和 微观 方法 论 ,宏观 的 数 
学 方法 论 , 主 要 是 研究 数学 思想 方法 发 展 规律 ;微观 的 数学 方法 
论 , 主 要 是 研究 数学 创造 的 方法 和 法 则 。 由 此 可 知 数学 思想 方法 论 
文 有 以 下 主要 特点 : 

(1) 富有 哲学 意义 

这 类 论文 的 哲理 分 析 ,无 论 对 数学 研究 还 是 哲学 研究 都 有 一 
定 的 学 术 价 值 。 

(2) 突出 数学 思想 史 

这 类 论文 常 巧妙 地 由 分 析 数 学 史料 ,为 数学 思想 方法 提供 宝 
贵 的 材料 。 

(3) 渗透 辩证 法 

这 类 论文 在 涉及 数学 对 象 的 同时 ,还 涉及 到 思维 主体 认识 过 
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程 的 辩证 性 。 访 后, 无论 对 数学 的 或 哲学 的 思考 都 会 有 所 启发 。 
(4) 涉及 数学 及 其 他 知识 面 广 
一 篇 数 想 方 法 论文 常常 涉及 到 多 学 科 数 学 的 知识 。 涉 及 
到 数学 方法 论 .数学 教育 学 .心理 学 等 知识 ,巧妙 地 渗透 写法 ,突出 
了 论文 的 主题 


二 、 学 习 , 挖 气 数 学 思想 方法 


1. 认真 学 习 数学 思想 方法 

数学 方法 论 , 是 研究 和 讨论 数学 的 发 展 规律 .数学 思想 方法 以 
及 数学 中 的 发 现 ,发 明 与 创新 等 法 则 的 一 门 学 问 . 要 认真 学 习 徐 利 
治 先生 的 《数学 方法 论 选 讲 及 解 恩泽 、 徐 本 顺 先 生 的 (世界 数学 家 
思想 方法 》 等 著作 ， 

要 认真 学 习 数 学 发 展 史 。 因为 许多 数学 思想 方法 和 原理 是 从 
数学 发 展 史 中 分 析 .研究 .归纳 出 来 的 ,学 习 数 学 史 ,可 加 深 作者 对 
数学 发 展 宏观 规律 的 认识 。 

数学 思想 方法 是 数学 的 灵魂 ,是 数学 家 的 灵魂 .数学 家 的 思想 
方法 ,主要 指 的 是 数学 家 创造 或 运用 的 关于 数学 本 身 的 论证 ,运算 
想 、 方 法 与 手段 ,以 及 对 数学 对 象 . 内 容 、 性 质 、 特 点 、 
功能 与 产生 发 展 规律 等 方面 问题 的 认识 ,数学 家 的 思想 方法 ,表现 
在 许多 方面 ,主要 有 以 下 六 个 方面 。 

(1) 研究 数学 的 思想 方法 。 其 中 包括 数学 的 特殊 方法 (如 解析 
法 ,极限 法 ,数学 归纳 法 、 递 归 法 、 关 系 映射 反 演 法 等 ); 科 学 研究 的 
一 般 方法 (如 公理 方法 、 观 察 与 实验 ,归纳 与 演绎 、 分 析 与 综合 、 科 
学 抽象 .移植 法 、 模 型 法 、 想 像 . 猜 想 、 逐 次 简单 性 原则 、 统 一 
性 原则 成 功 与 失败 的 反思 .相似 思维 、 道 向 思维 .发 散 思维 、 收 敛 
思维 等 ); 哲 学 方法 (如 普遍 联系 的 观点 .历史 与 逻辑 相 统一 ,从 抽 
象 到 具体 等 ) 。 

D 作为 数学 内 容 的 思想 方法 。 其 中 包括 : 

名 概念 类 ,如 线性 空间 、 算 子 等 ; 
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加 定理 ,公式 类 ,如 哥 德 尔 不 完 性 定理 、 闵 可 夫 斯 基 不 等 式 


D 理论 类 ,如 群 论 .突变 理论 等 ; 

加 工具 类 ,如 算 图 .计算 机 等 。 

(3) 学 习 数 学 思想 方法 。 其 中 包括 继承 性 学 习 的 思想 方法 和 
的 方法 ,前 者 是 前 提 和 基础 ,后 者 是 发 展 和 目的 ， 


以 后 者 为 重 

(4) 传授 数学 的 思想 方法 ,其 中 包括 在 教学 中 向 学 生 传授 ,在 
科研 中 向 研究 人 员 传授 ,在 生产 实践 中 向 实践 者 传授 等 方面 的 思 
想 方 法 。 

(5) 应 用 数学 的 思想 方法 。 其 中 包括 将 数学 应 用 于 自然 科学 、 
社会 科学 和 哲学 理论 研究 的 思想 方法 ,应 用 于 科学 技术 和 经 济 管 
理 的 思想 方法 等 。 

CO) 研究 数学 思想 方法 的 思想 方法 ,其 中 包括 按 不 同 历史 时 
期 \ 不 同 国家 或 民族 ,不 同 数 学 家 、 不 同学 科 领 域 或 理论 ,考察 和 分 
析 数 学 思想 方法 研究 的 思想 方法 特点 .价值 及 其 创造 性 。 

由 此 可 见 , 一 个 重大 成 果 的 取得 ,往往 与 思想 方法 的 创新 有 着 
密切 关系 ,数学 思想 方法 与 数学 成 果 一 样 ,对 数学 的 发 展 是 同等 重 
要 的 ,都 是 数学 的 宝贵 财富 。 

要 选读 数学 家 的 著作 及 名 家 传记 ,体味 芍 于 其 中 的 独特 的 数 
学 思想 与 数学 方法 , 找 出 其 中 最 活跃 ,最 有 生命 力 的 部 分 。 

要 博览 群 书 ,开拓 知识 领域 。 数 学 内 部 各 分 支 间 相互 渗透 、 数 
掌 与 自然 科学 .工程 技术 科学 、 社 会 科学 ,特别 与 哲学 的 相互 渗透 ， 
都 隐 涵 着 新 的 概念 ,新 的 方法 .新 的 理论 。 这 就 要 求 我 们 尽 可 能 地 
多 读书 ,多 参加 实践 ,开拓 自己 的 知识 领域 ,确立 科学 的 反映 论 观 
点 ,提高 自己 的 理解 和 想像 能 力 。 

2. 在 教学 中 挖掘 数学 思想 方法 

在 实现 教学 目的 过 程 中 ,数学 思想 方法 的 教学 起 着 重要 的 作 
用 , 它 是 学 生 形成 良好 认识 知识 结构 的 纽带 ,是 由 知识 转化 为 能 力 
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的 桥梁 ,是 培养 学 生 数学 观念 .数学 素质 的 关键 。 

一 般 说 来 ,在 教学 中 .教师 对 数学 思想 方法 的 教学 重视 不 够 ， 
教 法 往往 不 得 要 领 : 

(1) 对 具体 知识 ,技能 训练 要 求 比较 明确 ,而 忽视 数学 思想 方 
法 的 教学 要 求 ; 

《2) 注重 知识 的 结论 ,削弱 知识 形成 过 程 中 数学 思想 方法 的 
渗透 

《3) 在 知识 应 用 中 偏重 于 就 题 论题 , 不 善于 从 数学 思想 方法 
的 角度 加 以 提炼 ; 

(4) 课堂 教学 小 结 时 ,注重 知识 的 系统 整理 ,缺乏 上 升 到 数学 
思想 方法 的 高 度 上 进行 归纳 。 这 样 ,就 很 难 写 出 好 文章 。 

要 写 出 有 价值 的 数学 思想 方法 论文 ,必须 在 数学 教学 中 ,挖掘 
数学 思想 方法 ,也 就 是 说 ,教学 目的 确定 、 教 学 过 程 的 实施 、 教 学 效 
果 的 落实 等 各 个 方面 都 要 体现 出 数学 思想 方法 ,挖掘 渗透 着 数学 
思想 方法 的 内 容 , 从 而 使 学 生 从 数学 思想 方法 的 高 度 把 握 知识 的 
本 质 和 内 在 的 规律 。 

加 强 数学 思想 方法 的 教学 ,应 突出 渗透 性 原则 .这 是 因为 教材 
的 编写 不可 能 既 写 知识 又 写 数学 思想 方法 ,后 者 是 获 涵 在 数学 知 
识 系统 之 中 的 。 因 此 ,教师 在 教学 全 过 程 中 其 思维 活动 如 图 3-7 所 


示 。 


数学 家 的 | 文学 |y y аш pun | 教学 | 学 生 的 
ensa ж EEJ #х enas 
ка 
图 3-7 


即 应 结合 学 生 的 认识 规律 ,结合 知识 结构 特点 ,将 概念 .公式 、 
定理 等 内 容 中 昔 涵 着 的 数学 家 的 思想 方法 控 据 出 来 ,渗透 于 教材 
中 ,教师 将 教学 重点 、 难 点 处 理 的 关键 揭示 出 来 。 经 过 这 样 精心 设 
计 的 教学 过 程 ,在 教学 中 有 意识 潜移默化 (不 是 讲 一 段 知识 内 容 ， 
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再 讲 一 段 所 用 的 数学 思想 方法 ) 地 引导 学 生 领 会 蕴含 在 其 中 的 数 
学 思想 和 方法 。 

由 此 可 见 , 只 要 我 们 认真 学 习 数 学 思想 方法 ,加 强 数学 思想 方 
法 的 教学 ,体会 深刻 了 ,就 会 创作 出 有 新 意 的 数学 思想 方法 论文 。 


第 三 节 例文 分 析 
例文 5 


数学 创造 性 思维 的 心理 机 制 
及 其 能 力 的 培养 


创造 性 思维 是 一 切 创新 活动 的 基础 和 核心 ,是 各 种 思维 中 最 
为 积极 也 最 有 价值 的 思维 形式 .在 数学 教学 中 ,重视 学 生 创 造 性 思 
维 能 力 的 培养 ,无 疑 具有 重要 的 意义 .本文 将 通过 对 创造 性 思维 心 
理 机 制 的 分 析 , 探 讨 培养 学 生 创 造 性 思维 能 力 培养 的 教学 途径 。 


т. 数学 创造 性 思维 的 心理 机 制 


创造 性 思维 是 人 类 最 高 层次 的 思维 活动 , 它 是 -种 非常 复杂 
的 心理 和 智能 活动 ,需要 有 创见 的 设想 和 理智 的 判断 .根据 庞 加 莱 
关于 数学 创造 的 理论 ,创造 性 思维 就 是 根据 需要 调动 储存 在 大 脑 
中 的 各 种 知识 与 经 验 的 表现 ,是 辨认 .选择 和 重新 组 合 的 过 程 。 因 
此 , 当 人 们 在 开展 创造 性 活动 之 前 ,就 在 头脑 中 凭借 各 种 思想 创造 
性 地 组 合 着 创造 活动 的 映像 . 它 产生 的 心理 机 制 , 主 要 包括 创造 诱 
因 、 信 息 储 备 和 序 化 方式 三 个 环节 。 

1. 创造 诱因 

创造 诱因 是 指 能 诱发 思维 主体 产生 创新 意识 的 各 种 因素 ,其 
作用 是 形成 问题 情境 ,建立 起 创新 目标 和 达到 目标 的 意向 ,这 些 诱 
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因 包 括 思 强烈 的 创造 欲望 ,兴趣 爱好 ,社会 或 个 人 的 需要 ， 
原型 或 相关 信息 的 启示 , 旧 有 的 理论 或 方法 的 缺陷 或 矛盾 ,试图 对 
某 种 现象 作出 解释 以 及 科学 发 展 的 内 在 逻辑 提出 的 课题 或 预见 性 
猜想 等 。 创 造 诱因 所 产生 的 问题 必须 在 思维 主体 的 认 知 结构 中 是 
新 颖 的 ,才能 形成 创造 机 制 。 
2. 信息 储备 
储备 是 指 思维 主体 对 实现 创新 目标 应 具备 的 相关 信息 的 
储存 状态 ,要 使 愿望 成 为 现实 ,就 需要 对 头脑 中 已 有 的 信息 进行 重 
新 组 合 , 这 就 涉及 到 主体 的 认 知 结构 中 在 * 质 "和 * 量 "两 个 方面 所 
储备 的 有 关 信息 是 否 足够 推动 问题 解决 的 进程 。 如 果 信 息 能 够 满 
о ч 则 主体 就 能 进一步 展开 思维 活动 来 实施 这 种 
组 合 ,使 创造 性 活动 的 进行 共有 可 果 信息 不 足 , 则 主体 就 需 
要 通过 观察 ,实验 .查阅 资料 .钻研 相关 问题 等 手段 获取 更 多 的 可 
驹 信息 ,以 达到 进一步 展开 思维 活动 所 需要 的 相关 信 4 
3. 序 化 方式 
序 化 方式 是 指 思维 主体 有 效 地 使 用 相关 信息 时 所 进行 的 思维 
方式 , 它 应 是 系统 地 ,协调 地 、 灵 活 地 运用 思维 的 各 种 基本 方式 ( 诸 
如 形象 思维 ,逻辑 思维 、 直 沉思 维和 发 散 恕 维 等 ) 和 方法 (如 分 析 、 
归纳 .类比 ,想像 和 猜想 等 ). 并 借助 于 其 他 科学 理论 和 方法 ,促进 
有 序 信息 系统 的 产生 ,从 而 使 进行 创造 性 活动 的 可 能 变 成 现实 .可 
以 说 ,创造 性 思维 是 各 种 思维 的 相互 结合 ,高 度 协调 的 产物 ,特别 
是 逻辑 思维 与 非 逻 辑 思 维 , 集 中 思维 与 发 散 思维 的 统一 ,在 数学 创 
造 活动 中 ,往往 是 在 已 有 经 验 的 基础 上 , 先 通 过 非 逻 辑 思维 达到 对 
事物 的 本 质 认识 ,迅速 找到 解决 问题 的 突破 口 并 形成 数学 猜想 , 然 
后 青 经 过 逻辑 思维 的 严格 论证 ,获得 创造 的 成 功 。 因 此 ,在 创造 性 
活动 的 关键 阶段 , 非 偿 辑 思维 的 作用 往往 表现 得 非常 明显 ,但 如 果 
没有 严密 的 逻辑 思维 ,就 不 可 能 有 创造 性 思维 的 最 终 成 果 。 由 此 可 
见 ,创造 性 思维 是 逻辑 思维 与 非 逻辑 思维 的 有 机 统一 ,是 逻辑 思维 
一 非 逻辑 思维 一 逻辑 思维 的 辩证 发 展 过 程 。 此 外 ,在 创造 性 思维 
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中 ,发 散 思 维和 集中 思维 也 是 必 不 可 少 的 构成 部 分 。 一 般 说 来 ,在 
数学 创造 活动 的 前 期 .为 了 尽 可 能 多 地 获得 各 种 设想 ,需要 先进 行 
发 散 思维 ;而 在 创造 性 活动 的 后 期 ,由 于 较 多 的 设想 已 经 出 现 , 这 
时 就 需要 运用 集中 思维 加 以 辨认 、 筛 选 和 论证 。 因 此 ,发 散 思 维 是 
集中 思维 的 前 提 和 基础 ,集中 思维 是 发 散 思维 的 结果 和 归宿 。 整 个 
创造 性 思维 的 过 程 就 是 沿 着 发 散 一 集中 一 再 发 散 一 再 集中 … б 
Жж. КВ, ЖЮ Ж Ж ЖК; Ж ЁТ ЖЮ E E ЕЕЕ. И ЮЖ 
成 功 。 所 以 创造 性 思维 的 过 程 也 可 以 看 作 是 寻求 发 散 思维 与 集中 
思维 二 者 最 佳 结合 的 过 程 。 


二 、 数 学 创造 性 思维 能 力 的 培养 


创造 性 思维 不 仅 存 在 于 数学 家 的 创造 活动 中 ,也 存在 于 学 生 
的 学 习 活 动 中 。 这 是 因为 ,学 生 学 习 的 数学 知识 虽然 是 前 人 创造 性 
思维 的 结果 ,但 学 生 作 为 学 习 的 主体 处 于 发 现 的 地 位 ,学 习 活动 实 
质 上 仍然 上 共有 数学 发 现 和 创造 的 性 质 . 因 此 ,在 数学 教学 中 培养 学 
生 创造 性 思维 能 力 是 完全 可 行 的 。 根 据 上 述 对 创造 性 思维 产生 过 
程 的 心理 分 析 ,在 数学 教学 中 可 通过 如 下 途径 加 以 培养 。 

1， 数 学 教学 要 充分 展示 数学 思维 过 程 

O) 重视 数学 思维 活动 中 的 认识 发 展 阶段 。 数 学 教学 中 的 思 
维 活动 大 致 可 分 为 认识 发 生 阶段 和 知识 整理 阶段 。 前 者 是 指 概 念 
如 何 形成 、 结 论 如 何 被 发 现 的 过 程 ;后 者 是 指 用 演绎 法 进 - 步 理 解 
知识 ,开拓 知识 的 过 程 ( 有 些 相 似 于 数学 创造 中 的 “发 现 ”与 “论证 ” 
两 个 阶段 )。 由 于 前 一 阶段 是 引导 学 生 探索 知识 的 过 程 , 它 闪耀 着 
创造 的 火花 ,是 培养 创造 性 思维 能 力 的 极 好 时 机 。 因 此 ,前 一 阶段 
比 后 一 阶段 更 为 重要 ,在 展现 数学 思维 活动 的 全 过 程 时 ,应 着 重 前 
一 阶段 ,使 学 习 与 发 现 同步 。 然 而 .在 数学 教学 中 ,只 重 结论 ,不 重 
形成 以 及 教师 本 林 倒 置地 把 新 课 匆 匆 带 过 ,以 腾 出 时 间 来 复习 等 
种 种 做 法 ,都 是 前 弱 认 识 发 生 阶 段 的 表现 ,不 利于 创造 性 思维 能 力 
的 培养 。 
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(2) 数学 思维 的 展示 应 包括 三 种 思维 活动 的 展示 ,主要 有 : 数 
学 家 的 思维 活动 ;教师 的 思维 活动 ;学 生 的 思维 活动 。 教 师 在 教学 
过 程 中 应 协调 好 这 三 种 思维 活动 :应 根据 数学 知识 结构 (体现 在 教 
材 中 ) 重 视 数学 家 的 思维 活动 过 程 ;指导 、 调 节 、 控 制 学 生 的 思维 活 
动 , 使 之 与 教师 的 数学 思维 活动 (也 即 数学 家 的 思维 活动 ) 同 步 , 并 
逐步 实现 学 生 的 思维 结构 向 数学 家 的 思维 结构 转化 ;帮助 学 生发 
现 及 总 结 开展 数学 思维 活动 的 规律 .方法 及 技巧 。 

教师 正 是 通过 自己 创造 的 思维 活动 ,在 数学 家 的 思维 活动 与 
学 生 的 思维 活动 之 间架 设 桥梁 ,以 实现 三 种 思维 活动 的 和 谐 , 数 学 
家 希 尔 伯 特 在 哥 廷 根 大 学 任教 时 ,常常 在 课堂 上 即兴 提出 一 些 新 
的 数学 问题 ,并 立即 着 手 解决 。 虽 然 他 并 非 每 次 都 能 得 到 圆满 的 解 
答 ,甚至 有 时 把 自己 * 挂 "在 黑板 上 ,但 他 展现 的 思维 过 程 却 使 学 生 
受益 小 浅 , 追 根 湖 源 , 希 尔 伯 特 的 老师 富 克 斯 教授 在 为 硕 尔 伯 特 讲 
授 线 性 微分 方程 时 ,就 采用 了 这 样 一 种 教学 方法 , 窜 克 斯 对 所 讲 内 
容 总 是 现 想 现 推 ,这 使 希 尔 伯 特 和 他 的 同学 们 看 到 了 高 明 的 数学 
家 创造 性 活动 的 思维 过 程 ,华罗庚 教授 在 自己 的 教学 生源 中 ,也 一 
向 重视 概念 产生 、 命 题 形 成 及 思路 获得 的 思维 过 程 的 教学 ,并 着 意 
回答 学 生 提 出 的 “你 是 怎样 想 出 来 的 "一 类 问题 。 这 些 事例 都 说 明 
了 采用 开放 式 教学 方法 充分 展示 数学 思维 过 程 对 于 培养 学 生 创造 
性 思维 能 力 的 重要 作用 。 

2. 激发 学 生 的 好 奇 心 .求知 欲 

李 政 道 说 :好奇 心 很 重要 ,有 了 好 奇 心 , 才 敢 提出 问题 "法国 
作家 法 朗 士 也 说 ;好奇 心 造就 科学 家 和 诗人 ." 教 师 的 责任 在 于 把 
学 生 的 好 奇 心 成 功 地 转移 到 探求 科学 知识 上 去 ,使 这 种 好 奇 心 逢 
华为 求知 欲 。 具 体 来 说 ,在 教学 过 程 中 应 根据 学 生 的 特点 和 水 平 ， 
采取 适当 的 启发 学 生 积 极 思维 的 教学 方法 ,让 学 生 主动 地 去 探索 
数学 真理 ,培养 学 生 学 习 数 学 的 兴趣 和 刻苦 钻研 数学 问题 的 热情 
和 孝 力 ,引导 学 生 敢 于 和 善于 发 现 问题 或 提出 问题 ,爱护 .支持 和 
鼓励 学 生 中 一 切 含有 创造 因素 的 思想 和 活动 。 
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在 教学 过 程 中 ,要 尽量 通过 问题 的 选择 、 提 法 和 安排 来 激发 学 
生 , 响 起 他 们 的 好 奇 心 与 求知 欲 。 对 问题 的 提 法 ,安排 要 有 教学 艺 
术 性 , 提 法 不 同 , 会 有 不 同 的 效果 ,要 设法 使 得 提 法 新 颖 ,让 学 生 坐 
不 住 , 欲 解决 而 后 快 ;安排 问题 既 要 符合 需要 ,掌握 时 机 与 分 寸 , 又 
要 考虑 学 生 的 特点 ,注意 他 们 的 “口味 "与 喜好 。 例 如 ,提出 “2” 是 
几 位 数 ? 用 对 数 计算 ”的 问题 之 后 ,学 生 不 怎么 感 兴 超 。 如 果 换 一 
种 提 法 ;“ 某 人 听 到 一 则 谣言 后 一 小 时 内 传 给 两 人 ,此 两 人 在 一 小 
时 内 每 人 又 分 别传 给 两 人 ,如 此 下 去 ,一 昼夜 能 传 遍 一 个 千 万 人 口 
的 大 城市 吗 ?" 这 样 发 问 后 ,学 生 有 了 解决 此 问题 的 兴趣 和 积极 性 ， 
效果 就 大 不 一 样 了 。 起 先 淮 都 认为 这 是 办 不 到 的 事 , 经 过 认真 运 
算 , 发 现 能 传 这 ,结果 出 人 意料 ,但 又 在 情理 之 中 。 这 样 发 问 不 但 能 
激发 学 生 的 积极 性 ,培养 他 们 的 探索 精神 ,同时 ,通过 问题 的 解决 
使 学 生 受 到 思想 教育 。 

3， 加 强直 沉思 维 的 训练 

直觉 思维 作为 数学 思维 的 重要 类 型 之 一 ,经 常 与 解决 数学 疑 
难 困难 相 联系 ,伴随 数学 创造 性 思维 出 现 .在 进行 创造 性 思维 活动 
时 ,人 们 常常 依靠 直觉 .灵感 进行 选择 、 判 断 形成 数学 猜想 ,在 数学 
创造 活动 中 起 着 重要 的 作用 。 培 养 直 觉 思维 能 力 的 重点 是 重视 数 
学 直觉 。 徐 利 治 教授 就 曾 说 过 :“ 数 学 直觉 是 可 以 后 天 培养 的 。 实 
际 上 每 个 人 的 数学 直觉 也 是 不 断 提 高 的 。" 他 认为 直觉 思维 能 力 是 
可 以 在 学 习 过 程 中 逐步 地 成 长 起 来 的 。 

通常 在 数学 教学 中 加 强直 觉 思 维 的 训练 应 当 从 以 下 几 个 方面 
AF: 

《1) 提供 丰富 的 背景 材料 ,恰当 地 设置 教学 情境 ,促使 学 生 做 
整体 思考 。 真 觉 思 维 的 重要 特征 之 一 就 是 思维 形式 的 整体 性 。 对 
于 面临 的 问题 情境 首先 从 整体 上 考察 其 特点 ,着 眼 从 整体 上 揭示 
出 事物 的 本 质 与 内 在 联系 ,往往 可 以 激发 直觉 思维 ,从 而 导致 思维 
的 创新 。 

D 引导 学 生 寻 找 和 发 现 事 物 的 内 在 联系 。 直 觉 思 维 的 另 一 
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个 重要 特征 是 思维 方向 的 综合 性 .在 数学 教学 中 ,引导 学 生 从 复杂 
的 问题 中 寻找 内 在 的 联系 ,特别 是 发 现 隐藏 的 联系 .从 而 把 各 种 信 
息 做 综合 考察 并 做 出 直觉 判断 ,是 激发 直觉 思维 的 重要 途径 。 

O 教学 中 要 安排 一 定 的 直觉 阶段 ,给 学 生 留 下 直觉 思维 的 
空间 .学 生 的 思维 能 力 是 在 实践 和 训练 中 发 展 的 ,在 教学 中 适当 推 
迟 做 出 结论 的 时 机 ,给 学 生 一 定 的 直觉 思维 的 空间 ,有 利于 在 整体 
观察 和 细部 考察 的 结合 中 发 现 事物 的 内 在 规律 ,做 出 直觉 判断 ,这 
是 发 展 学 生 直 觉 思维 能 力 的 重要 措施 。 

《4) 鼓励 学 生 大 胆 猜测 , 养 成 善于 猜想 的 数学 思维 习惯 。 猜想 
是 一 种 合 情 推理 . 它 与 论证 所 用 的 逻辑 推理 相 畏 相 成 .数学 教学 中 
许多 命题 的 发 现 ,思路 的 形成 和 方法 的 创造 ,都 可 以 由 学 生 通 过 数 
学 猜想 而 得 到 ,因此 ,应当 精 心安 排 教 材 , 设 计 教 法 ,在 引导 学 生 开 
展 各 种 归纳 .类 比 等 丰富 多 采 的 探索 活动 中 ,鼓励 他 们 提出 数学 狂 
想 和 创见 。 一 般 说 来 ,知识 经 验 越 多 ,想像 力 越 丰 窜 , 提 出 数学 猜想 
的 方法 掌握 得 越 熟 练 ,狂想 的 置信 度 就 越 高 ,实现 数学 创造 的 可 能 
性 也 就 越 大 。 培 养 敢于 猜想 、 善 于 探索 的 思维 习惯 是 形成 数学 直 
觉 ,发 展 思维 创造 性 的 重要 途径 。 

A. 加 强 发 散 思维 的 训练 

发 散 思维 是 一 种 开本 性 、 创 新 性 的 思维 , 它 是 创造 思维 的 主要 
形式 ,加 强 发 散 思维 的 训练 对 创造 性 思维 的 培养 具有 重要 的 意义 。 

发 散 思维 的 过 程 包 括 两 个 基本 环节 ,一 是 发 散 对 象 (或 发 散 
点 ) ,二 是 发 散 方 式 .数学 中 的 发 散 对 象 是 多 方面 的 ,如 对 数学 概念 
的 拓 广 ,对 数学 命题 的 引申 与 推广 (包括 分 别 对 条 件 、 结 论 .关系 的 
发 散 ), 对 数学 公式 、 法 则 的 变型 与 派生 等 .发 散 的 方式 也 是 多 种 多 
样 的 ,如 对 命题 而 言 ,可 以 是 替换 命题 的 条 件 或 结论 ;也 可 以 是 减 
弱 条 件 ,加强 结论 ;或 是 子 以 特殊 化 .一 般 化 ;还 可 以 进行 类 比 、 推 
广 等 ,在 解决 问题 时 ,可 以 将 解 题 的 途径 、 思 想 、 方 法 等 作为 发 散 点 
进行 发 散 。 因 此 ,在 数学 教学 中 只 要 能 抓 住 时 机 ,以 研究 的 数学 对 
象 作 为 发 散 点 进行 多 种 方式 发 散 , 便 能 有 利于 发 散 思 维 能 力 的 培 
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养 。 
发 散 思维 具有 流畅 性 、 变 通 性 和 和 独特 性 等 特征 .根据 这 三 个 特 
征 , 在 数学 教学 中 加 强 发 散 思维 的 训练 应 从 培养 三 种 机 智信 手 。 

(1) 培养 发 散 机 智 。 在 一 个 数学 问题 前 尽 可 能 多 地 提出 许多 
设想 .多 种 解法 途径 与 多 种 答案 .这 种 机 智 主要 能 提高 发 散 思 维 的 
流畅 性 .如 数学 中 的 - 题 多 变 、 一 题 多 问 、-- 题 多 解 、 一 法 多 用 等 都 
有 助 于 发 散 机 智 的 培养 。 

(2) 培养 变换 机 知 。 一 般 事 物 的 质 和 若是 由 多 种 因素 及 其 相 
互 关 系 决定 的 ,如 改变 其 中 某 一 男 素 , 或 改变 因素 之 间 的 位 置 ,地 
位 联想 方 式 ,常常 可 以 产生 新 思路 。 这 种 机 智 主要 提高 发 散 思维 
的 变通 性 。 数 学 中 的 变量 普 换 、 几 何 问题 代数 化 与 代数 问题 几何 
化 、 几 何 变 换 等 都 属于 这 种 机 智 。 

(3) 培养 创 优 机 智 ,要 千方百计 寻求 最 优 答案 以 及 探索 途径 ， 
方法 旨 独 特 ,内 容 要 新 颖 、 简 化 。 数 学 史上 许多 重大 发 现 正 是 实现 
创 优 机 智 的 体现 ,数学 教学 中 寻求 简便 证 法 、 反 常规 解法 以 及 独特 
解 的 训练 正 是 为 此 目的 。 


[分 析 ] 


І. 内容 选择 

《数学 创造 性 思维 的 心理 机 制 及 其 能 力 的 培养 ) 是 一 篇 理论 性 
较 强 的 数学 思想 方法 论文 .论文 的 内 容 ,是 作者 在 研究 思维 规律 的 
过 程 中 ,选择 了 从 思维 生理 学 .思维 心理 学 的 角度 上 ,对 创造 性 思 
维 心理 机 制 进行 分 析 , 并 归纳 出 培养 学 生 创造 性 思维 能 力 培养 的 
教学 途径 ,有 自己 的 独立 见解 。 

论文 内 容 选择 的 角度 很 重要 ,作者 善于 从 问题 的 交叉 点 .关键 
处 选 题 ,使 得 论文 内 容 既 具有 理论 意义 又 具有 实际 意义 。 

2. 题目 推荐 

- 般 说 来 ,由 于 思维 科学 的 理论 涉及 的 学 科 多 .知识 面 广 , 选 
择 有 新 意 的 题目 不 是 一 件 容易 的 事 . 该 文 作者 思路 开阔 ,在 思维 科 
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学 的 大 范围 里 , 抓 住 了 关键 ,在 创造 性 思维 的 特征 、 过 程 .规律 、 作 
用 及 “培养 的 教学 途径 "上 作文 章 ,以 (数学 创造 性 思维 的 心理 机 制 
及 能 力 的 培养 ) 为 标题 及 分 段 标 题 ( 见 论文 ), 做 到 了 准确 得 体 , 反 
映 出 论文 的 中 心 内 容 、 研 究 的 范围 和 深度 ,使 得 论文 既 理 论 又 具 
体 。 

从 表面 上 看 ,19 个 字 的 题目 ,似乎 长 了 一 点 ,如 果 改 换 一 下 ， 
难以 体现 上 述 特点 。 

3 创作 新 意 

作者 不 仅 选 题 有 新 意 , 而 且 在 理论 和 实践 上 ,该 文具 有 创作 新 
Ж. ESKAE: 

(1) 创造 性 思维 是 各 种 思维 中 最 为 积极 最 有 价值 的 思维 形 
式 ; 思 维 科学 涉及 的 面 广 .作者 善于 在 交叉 点 .关键 处 选 题 ; 

(2) 作者 能 巧妙 地 从 认 知 心理 学 的 理论 ,从 大 脑 机 能 ,心智 的 

组 合 与 运动 的 角度 来 研究 思维 的 机 制 , 并 将 它 转 化 为 培养 学 生 创 

造 性 思维 能 力 培养 的 教学 途径 。 

4. 写作 技法 

论文 的 结构 采用 通用 型 : 

慰 题 数学 创造 性 思维 的 心理 机 制 及 其 能 力 的 培养 

分 段 标题 

(一 ) 数学 创造 性 思维 的 心理 机 制 

т. 创造 诱因 

2. 信息 储备 

3， 序 化 方式 

(二 ) 数学 创造 性 思维 能 力 的 培养 

1. 数学 教学 要 充分 展示 数学 思维 过 程 

2. 激发 学 生 好 奇 心 .求知 欲 

3， 加 强直 观 思 维 训练 

A. 加 强 发 散 思 维 训练 

富有 撩 证 性 、 膛 辑 性 的 完美 结构 形式 ,揭示 出 论文 的 主旨 。 
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作者 拟定 的 论文 结构 形式 ,是 写作 的 关键 。 该 文 论点 明确 , 论 
述 集中 论证 严密 ,完整 统一 。 桔 则 ,这 类 论文 是 不 易 写 好 的 。 


例文 6 
数学 美 是 深奥 的 美 


古今 中 外 有 许多 数学 家 和 科学 家 ,提出 或 论述 过 数学 与 美学 
的 关系 ,明确 地 提出 过 数学 美的 概念 ,数学 美的 提出 引起 了 很 多 争 
论 , 不 承认 数学 美的 至 今 还 大 有 人 在 ,其 中 甚至 还 有 大 名 此 吝 的 美 
学 家 和 数学 家 ,数学 美的 研究 是 目前 美学 界 、 科 学 哲学 界 关 注 的 热 
点 与 难点 之 一 不 承认 数学 美的 理由 或 原因 归纳 起 来 有 以 下 四 条 : 
第 一 ,传统 的 观念 认为 ,美的 欣赏 只 与 形象 思维 有 关 , 极 力 将 逻辑 
严密 的 数学 美 所 弃 于 审美 领域 之 外 。 第 二 , 美 是 一 个 丰富 的 .完整 
和 谐 的 整体 观念 ,而 丰富 ,完整 和 谐 的 数学 理论 体系 的 创立 , 义 经 
过 了 长 期 跨 世纪 的 工作 ,这 样 , 数 学 美 相对 于 其 他 形式 的 美 就 显得 
WEKE ,容易 被 美学 家 们 所 忽视 。 第 三 ,数学 以 抽象 的 形式 反映 
和 谐 的 自然 美感 ,因此 ,数学 美 是 最 难 感受 的 美 。 第 四 ,1750 年 美 
学 从 哲学 中 分 化 出 来 ,正式 割断 了 美学 与 自然 学 的 传统 联系 ,也 是 
数学 美 被 历代 美学 家 们 所 忽视 的 原因 之 一 。 本 文 针 对 以 上 四 条 原 
因 , 从 各 种 不 同 的 角度 ,论证 数学 美 不 但 是 美 ,而 且 是 一 种 深奥 的 
美 .崇高 的 美 。 


二 、 美 的 欣赏 离 不 开 逻 辑 思 维 


美 是 人 的 本 质 力量 对 象 化 而 引起 的 一 种 愉悦 的 情感 体验 。 初 

看 起 来 , 它 和 逻辑 思维 是 格格 不 人 的 ,似乎 情感 的 培育 必然 妨碍 思 

维 的 严格 ,而 严格 的 逻辑 思维 又 必然 导致 情感 世界 枯 竟 荒芜。 其 

实 , 这 是 一 种 误解 ,这 种 误解 首先 是 由 于 传统 的 美学 家 们 常任 他 们 
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对 自然 美和 艺术 美的 欣赏 经 验 谈 审美 ,但 对 审美 中 心理 过 程 的 心 
理 机 制 不 清楚 。 

1981 年 诺 贝尔 生理 学 、 医 学 奖 获 得 者 斯 佩 里 和 他 的 同事 经 过 
20 年 的 “和 裂 脑 " 研 究 , 在 脑 科 学 史上 第 一 次 发 现 :两 个 分 离 的 大 脑 
半球 都 具有 语言 机 能 ,都 有 高 度 发 达 的 意识 ,并 且 在 对 空间 的 认识 
能 力 方面 和 对 复杂 关系 的 理解 能 力 方面 , 右 半球 比 左 半球 更 优越 。 
斯 佩 里 的 研究 还 表明 ,具有 不 同 功能 的 大 脑 两 半球 由 于 脐 采 体 的 
作用 ,双方 是 联合 起 作用 的 。( 屏 胜 体 是 连接 大 脑 左 右 半球 的 横行 
神经 纤维 束 , 起 着 连接 左右 半球 全 部 皮质 的 作用 。) 正 是 由 于 在 正 
常情 况 下 ,大 脑 的 两 个 半球 是 作为 一 个 功能 单位 紧密 地 结合 在 一 
起 而 发 生 作用 的 ,所 以 人 类 的 各 种 心理 活动 (自然 也 包括 审美 直觉 
活动 ). 都 可 以 说 是 自觉 性 与 非 自 觉 性 ,逻辑 与 非 逻 辑 、 理 性 与 非 理 
性 的 统一 。 当 然 , 和 一 般 的 认识 不 同 , 在 审美 直觉 中 ,逻辑 思维 是 在 
人 们 不 自觉 的 情况 下 起 作用 的 .由 于 大 脑 两 半球 的 交叉 作用 ,审美 
主体 面 对 审美 对 象 在 一 瞬间 产生 的 审美 直觉 中 ,无 疑 既 具有 形象 
的 特征 , 义 具 有 抽象 的 性 质 。 也 就 是 说 ,审美 感受 虽然 是 直觉 地 作 
出 的 ,可 感受 的 产生 却 又 有 赖 于 抽象 分 析 和 逻辑 推理 .因为 形象 思 
维 、 空 间 定 位 ,整体 判断 、 图 形 识别 .色彩 欣 货 、 感 情 倾向 等 ,虽然 以 
右 半 脑 为 主 ,但 同时 又 离 不 开 左 半 脑 的 逻辑 功能 的 辅助 和 制约 ,这 
也 正 像 美国 科学 家 利用 X 正 电 子 层 摄影 和 放射 性 示 踪 原子 的 方 
法 进行 研究 所 证 明了 的 , 右 脑 解决 问题 的 程序 ,往往 要 靠 左 脑 加 以 
储存 。 换 言 之 , 即 一 个 脑 半 球 所 学 到 的 知识 ,可 以 在 倾 刻 间 疾 速 传 
递 给 另 一 脑 半 球 ,而 我 们 之 所 以 常常 意识 不 到 这 一 点 ,是 由 于 大 脑 
两 半 脑 信息 交流 速度 无 比 迅 疾 之 故 。 据 统计 ,正常 人 的 腹 胚 体 大 约 
是 两 亿 条 神经 纤维 组 成 的 ,而 由 它 联系 的 大 脑 两 半球 之 间 的 信息 
交流 ,每 秒 钟 可 达 40 亿 次 之 多 。 人 脑 对 刺激 信息 的 “比较 "和 * 识 
别 " 不 是 依靠 线性 序列 程序 ,而 是 可 以 在 百 万 以 上 的 通道 上 同时 进 
行 。 

其 次 是 由 于 对 逻辑 的 一 种 过 于 偏 狭 的 看 法 ,没有 重视 逻辑 思 
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维 的 力量 和 价值 .他 们 认为 逻辑 仅仅 是 一 些 三 段 论 式 的 连接 程序 ， 
更 有 人 错误 地 将 之 等 同 于 形而上学 的 思维 方式 。 我 们 认为 “对 逻 
辑 一 词 应 给 定 比较 宽泛 的 内 泛 和 外 延 . 所 谓 逻 辑 ,就 是 人 们 在 实际 
思维 过 程 中 总 结 和 提炼 出 来 的 关于 思维 的 模式 、 规 律 和 规则 的 学 
说 ." 正 如 列宁 所 指出 的 :" 人 的 实践 经 过 千 百 万 次 的 重复 , 它 在 人 
的 意识 中 以 逻辑 的 格式 固定 下 来 ." 因 而 在 外 延 上 , 逮 辑 不 仅 是 包 
括 演绎 逻辑 及 其 现代 发 展 ,而 且 包 括 辩 证 逻辑 ,归纳 逻 辑 以 及 逻辑 
科学 方法 等 在 内 的 一 门 科学 。 

逻辑 思维 积淀 于 艺术 的 构思 和 创作 中 ,如 对 作品 主题 的 提炼， 
结构 的 安排 ,表现 手法 的 选择 等 .日 本 当代 著名 的 科学 美学 家 川 野 
洋 便 把 这 种 想法 付 诸 实践 ,他 设计 了 艺术 的 控制 论 模 型 并 使 用 电 
子 计算 机 ,再 现 了 音乐 .造型 艺术 、 文 学 . 诗 玛 等 有 关 艺术 的 美学 胃 
辑 过 程 ,从 而 创立 了 “计算 美学 "。“ 计 算 美 学 "的 出 现 ,-- 方 面 有 可 
能 在 物质 上 以 机 械 的 方式 来 设 定 艺术 品 ; 另 一 方面 ,也 可 以 演绎 的 
方式 来 规定 欣赏 的 过 程 ,总 之 ,说 明 逻 辑 思 维 在 美的 欣赏 中 的 重要 
作用 , 即 在 审美 中 ,要 深刻 领略 艺术 之 美 ,常常 必须 在 具体 感受 的 
基础 上 ,进一步 利用 逻辑 思维 工具 理解 艺术 美的 内 涵 , 才 能 产生 美 
№. 

Ж. НЕ Ж A К) ЖЖ) 4:2 o E M E E A RIE ЕЛ ЖАА 
世界 和 改造 世界 的 能 力 日 益 增强 ,成 果 日 益 丰 富 .在 人 类 的 一 切 认 
识 活动 中 ,逻辑 思维 是 最 基本 、 也 是 运用 最 广泛 的 一 种 思维 方式 。 
尤其 是 在 科学 探索 活动 中 ,如 果 没 有 逻辑 思维 , 那 简直 是 不 可 思议 
的 。 正 如 列宁 赞同 的 黑 格 尔 的 话 :“ 任 何 科学 都 是 应 有 逻辑 ." 这 是 
因为 ,任何 科学 的 创立 .都 有 提出 和 引入 概念 的 问题 ;进行 抽象 和 
概括 的 问题 ;进行 推理 和 论证 的 问题 ;构成 演绎 系统 的 问题 ;顿悟 
假说 ,预测 事实 并 对 其 进行 评价 、 验 证 以 及 发 展 问 题 ;而 所 有 这 些 
问题 的 解决 都 离 不 开 各 种 远 辑 手段 和 工具 。 历 史上 逻辑 学 的 每 - 
次 革命 性 进展 ,都 带 来 了 科学 的 飞 既 : 亚 里 士 多 德 演绎 远 辑 的 诈 
生 , 带 来 十 希腊 空前 的 繁荣 ;培根 归纳 逻辑 的 创立 ,掀起 了 近代 
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科学 革命 的 狂 讽 ; 现 代 运 辑 的 多 元 勃兴 ,促进 了 现代 科学 和 哲学 全 
方位 的 拓展 。…… 这 不 能 不 让 人 想起 恩格斯 的 精辟 断言 :* 一 个 民 
族 想 要 站 在 科学 的 最 高 峰 , 就 一 刻 也 不 能 没有 理论 思维 。" 由 此 可 
见 , 逻 辑 患 维 对 于 人 们 不 仅 是 一 种 能 力 ,而 且 更 是 一 种 价值 , 它 在 
洞察 现象 .探求 本 质 、 寻 找 规律 和 设计 未 来 等 方面 的 强大 力量 ,使 
人 类 体会 到 了 一 种 精神 上 的 自由 感 ,力量 感 ,产生 强烈 的 情感 愉 
悦 , 亦 即 审美 感受 ,科学 大 师 爱 因 斯 坦 在 探索 规律 的 过 程 中 ,由 囊 
地 称赞 科学 美 是 “思想 领域 最 高 的 神韵 "“ 一 种 壮丽 的 感 党 ”, 庞 加 
莱 也 根据 切身 体会 谈 到 :“ 数 学 家 能 够 如 此 获得 类 似 于 绘画 和 音乐 
所 给 予 的 快乐 .” 


三 、 迟 到 的 美 是 完美 的 美 


作为 科学 语言 的 数学 ,具有 一 般 语言 文学 与 艺术 所 共有 的 美 
的 特点 ,这 就 是 数学 在 其 内 容 结构 与 方法 上 都 具有 某 种 美 ,但 数学 
美 又 有 自身 的 独特 含义 。 什么 是 数学 美 呢 ? 历史 上 许多 学 者 、 数 学 
家 对 数学 美 从 不 同 侧面 作 过 生动 的 亲 述 。 

亚 里 士 多 德 说 ;“ 虽 然 数 学 没有 明显 地 提 到 善 和 美 ,但 状 和 美 
也 不 能 和 数学 完全 分 离 。 因 为 美的 主要 形式 就 是 秩序 匀称 和 确 
定性 ,这 些 正 是 数学 所 研究 的 原则 ." 达 。 芬 奇 认为 ,美感 完全 建 
立 在 各 部 分 之 间 神 关 的 比例 关系 上 。" 庞 加 莱 说 “数学 家 把 重大 意 
义 与 他 们 的 方法 和 他 们 的 结果 的 美 联 系 起 来 。 这 不 是 纯粹 的 浅薄 
涉猎。 事实 上 ,在 解 题 . 证 明 中 ,给 我 们 以 美感 的 是 什么 呢 ? 是 各 部 
分 的 和 谐 ,是 它们 的 对 称 、 它 们 的 巧妙 平衡 ." 维 纳 认为 :“ 数 学 实质 
上 是 艺术 的 一 种 ," 徐 利 治 教授 认为 :“ 数 学 在 其 内 容 结 构 上 和 方法 
上 也 都 具有 其 自身 的 某 种 美 ." 徐 本 顺 教 授 认真 研究 上 述 诸 看 法 ， 
从 美学 与 数学 角度 进行 总 结 ,给 出 数学 美的 定义 :数学 美 是 一 种 人 
的 本 质 力量 通过 宜人 的 数学 思维 结构 的 呈现 。 最 早 提出 美学 思想 
的 数学 家 、 哲 学 家 毕 达 哥 拉 斯 ,他 认为 美学 的 研究 对 象 不 仅 是 艺 
R ,而且 包 括 整个 自然 界 . 他 还 把 数 与 和 谐 的 原则 用 于 天 文学 的 研 
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究 , 他 们 发 现 弦 在 振动 时 所 发 出 的 音调 的 强度 与 强 长 成 反比 ,又 发 
现 与 自然 数 ( 如 :1,2,3,…) 成 比例 的 弦 长 所 发 出 的 音调 最 和 谐 .后 
来 他 们 又 把 这 个 发 现 推广 到 无 法 用 实验 予以 验证 的 “球体 音乐 ” 
中 。 他 们 把 数 视 为 构成 宇宙 的 基本 因素 , 数 的 和 谐 构成 了 宇宙 的 和 
谐 , 美 就 是 从 这 一 和 谐 中 产生 出 来 的 。 但 在 古代 的 这 些 美学 思想 ， 
通常 都 以 哲学 的 论述 形式 出 现 , 那 时 的 科学 和 艺术 都 是 统 属于 哲 
学 范畴 的 。 

后 来 随 着 人 类 社会 的 进步 和 发 展 ,各 门 科学 的 分 工 越 来 越 细 。 
美学 也 不 例外 ,由 于 人 类 审美 心理 功能 的 研究 愈 来 愈 深 入 ,审美 意 
识 与 美学 思想 也 念 米 念 丰富 , 终 十 到 了 1750 年 ,美学 也 从 哲学 领 
域 中 分 化 出 来 ,成 为 一 门 独立 的 学 科 。 此 时 数学 与 艺术 也 开始 分 
化 ,直到 成 为 两 个 很 少 发 生 联系 的 领域 .特别 是 后 来 的 绝 大 多 数 美 
学 都 渊源 于 文学 家 和 艺术 家 ,在 他 们 潜心 研究 文学 与 艺术 的 时 候 ， 
更 是 几乎 不 涉及 数学 美 随 着 各 门 学科 专 门 化 的 步伐 日 益 加 快 , 艺 
术 和 数学 的 分 离 也 越 来 越 远 。 真 正 把 数学 与 美学 联系 在 一 起 并 对 
数学 美 本 身 进行 有 意识 的 和 自觉 的 研究 ,还 是 近 百年 来 的 事情 。 因 
此 ,数学 美 既 是 美学 典 堂 里 最 早 的 成 员 , 又 是 迟到 的 成 员 。 现 代数 
学 的 飞速 发 展 ,一 方面 抽象 程度 越 来 越 高 , 另 一 方面 既 高 度 分 化 又 
高 度 综合 ,因而 能 更 深刻 ,更 全 面 地 反映 客观 世界 的 运动 发 展 规 
律 。 当 今 的 数学 科学 已 是 一 个 庞大 的 体系 , 据 统计 , 它 已 包括 近 百 
种 分 支 ,一 个 丰富 的 、 完 整 的 .和 谐 的 数学 理论 体系 已 经 创立 ,同时 
数学 中 也 孕育 了 最 完美 的 数学 美 ,正如 徐 本 顺 等 人 论述 的 , 若 按 数 
学 美的 内 容 分 类 可 分 为 : 

”结构 美 ”指数 学 的 一 种 内 在 的 美 , 它 来 自 各 部 分 的 和 谐 秩 
序 ,并 能 为 纯粹 的 理智 所 领会 , 正 是 这 种 内 在 美 给 了 满足 我 们 感官 
的 五 彩 缤纷 美景 的 骨架 。 

ЖАХ 数学 语言 是 一 种 特殊 的 语言 ,因为 它 有 一 整套 世 
界 公认 的 数学 符号 系统 .数学 语言 借助 巴 数 学 符号 把 思维 运算 (过 
程 ) 扼 要 地 表现 出 来 ,并 能 准确 地 、 深 刻 地 把 现象 的 结构 表现 为 其 
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不 变 式 。 数 学 语言 ,以 它 的 简洁 .概括 、 精 确 \ 有 序 、 写 于 形象 化 、 理 
想 化 的 美的 特征 和 形式 ,给 人 们 以 美的 感受 。 

， 方 法 美 ”一 个 美的 数学 方法 或 数学 证 明 是 指 在 解答 复杂 
问题 中 ,体现 出 来 的 美妙 之 处 使 心灵 感到 一 种 愉快 的 惊奇 ,数学 方 
法 的 美 是 以 其 简洁 性 、 普 适 性 与 奇异 性 为 基本 特征 。 

若 按 数 学 美的 形式 分 类 可 分 为 : 

+ 神秘 美 (内 在 美 ) 是 指数 学 美的 内 容 诸 要 素 的 内 部 组 织 
结构 , 即 " 从 科学 深 处 发 现 看 起 来 不 同 的 事物 在 本 质 上 的 一 致 性 ， 
看 起 米 无 关 的 事物 间 深 刻 的 联系 ,极其 复杂 的 运算 的 结果 为 一 最 
简单 最 原始 的 数 ,等 等 ." 并 由 此 萌生 的 种 神秘 感 所 激发 的 快乐 
美好 的 感情 。 神 秘 美 中 包 含 奇异 性 、 思 辨 性 。 

， 形 态 美 ” 是 指数 学 美的 内 容 的 外 部 表现 形态 , 它 包 含 简洁 
性 ,统一 性 (和 谐 性 )、 对 称 性 、 整 齐 性 、 相 似 性 。 


四 、 最 难 感受 的 美 是 深奥 的 美 .崇高 的 美 


自然 美体 现 的 是 自然 界 的 现象 和 谐 ,数学 美体 现 的 是 自然 办 
(或 社会 ) 的 内 在 和 谐 。 自然 美 具体 、 鲜 明 、 潇 酒 ,最 易 显 现 。 任何 人 
对 那 娴静 的 月 夜 .宁静 的 山谷 ,银河 倒 演 似 的 瀑布 , 红 霞 映照 的 平 
川 ,都 可 以 产生 美的 感觉 ,数学 美 抽象 .含蓄 、 严 说, 则 最 难 感 受 。 最 
难 感受 的 原因 ,主要 是 美感 的 实现 要 求 主体 具有 相应 的 审美 心理 
结构 .马克 思 指 出 :“ 从 主体 方面 来 看 ,只 有 音乐 才能 激 起 人 的 意 乐 
感 ;对 于 不 辨 音律 的 耳 打 来 说 ,最 美的 音乐 也 毫 无 意义 。 音 乐 对 它 
来 说 不 是 对 象 ,因为 我 的 对 象 只 能 是 我 的 本 质 之 一 的 确证 …… faj 
这 就 是 说 ,对 于 美的 感受 并 不 是 人 的 普遍 本 性 ,并 且 还 存在 个 体 差 
异 , 主 体 只 有 建立 了 相应 的 审美 心理 结构 ,才能 将 具有 一 定 审 美 价 
值 的 抽象 公式 、 理 论 .实验 纳入 自己 的 审美 结构 体系 ,只 有 在 理解 
的 基础 上 才能 对 其 发 生 审美 体验 。 这 种 相应 的 审美 心理 结构 的 形 
成 除了 具备 一 般 的 审美 感知 能 力 外 .还 依赖 于 两 个 因素 :首先 是 主 
体 对 于 数学 美 对 象 的 充分 理解 能 力 。 由 于 数学 美 对 象 大 多 是 以 逻 
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辑 严谨 的 概念 语言 .概括 性 极 强 的 图 表 、 公 式 来 表现 的 ,那么 ,这 必 
然 要 求 主体 具备 相当 程度 的 凭借 概念 判断 和 推理 等 逻辑 手段 , 合 
弃 现象 .概括 本 质 .洞察 和 规律 的 能 力 , 以 及 通过 专门 教育 和 训练 所 
获得 的 知识 和 技能 。 显 然 ,这 一 条 并 非 人 人 具备 ,从 而 把 一 部 分 人 
据 弃 在 一定 的 审美 领域 之 外 。 正 如 狄 拉克 所 说 :“ 不 可 能 把 数学 美 
搞 得 比 艺术 中 的 美 更 明确 .但 是 研究 数学 的 人 通常 是 不 难 理解 
的 。” 

其 次 ,审美 心理 结构 的 形成 也 是 由 人 们 对 于 美的 本 质 的 理解 
以 及 相应 的 审美 态度 决定 的 。 美 的 本 质 是 多 层次 的 ,简略 的 加 以 区 
分 ,可 归结 为 两 是 事物 以 其 外 在 的 感性 形式 所 呈现 的 美 ,如 
ARR ERR -是 事物 以 其 内 在 结构 的 和 谐 .秩序 而 具有 的 
理性 美 .抽象 美 ,深奥 美 , 主 要 指 科技 美 . 数 学 美 。 前 者 由 于 是 外 在 
的 , 易 感 受 的 ,因而 生动 而 具体 ,很 易 唤起 人 们 内 心中 的 和 谐 共鸣 ; 
产生 美的 享受 ,受到 美的 陶 治 。 但 与 后 者 如 优美 的 理论 ,简洁 的 公 
式 ,精巧 的 试验 有 关 的 审美 ,除了 借助 主体 这 些 方面 的 专门 知识 、 
经 验 外 ,还 与 主体 的 想像 力 、 理 解 力 特别 是 逻辑 思维 能 力 等 因素 有 
很 大 关系 ,这 种 深奥 的 美 就 不 是 任何 人 都 能 恕 受到 的 ,特别 是 那些 
较 执 地 认为 审美 只 和 形象 思维 有 关 , 从 而 把 逻辑 思维 完全 握 弃 于 
审美 过 程 之 外 ,否定 数学 美 存在 的 人 ,又 怎么 能 对 那些 体现 着 人 类 
自由 感 .力量 感 的 数学 理论 ,公式 、 图 表 、 方 法 产生 美感 呢 ? 

中 外 美学 史上 关于 崇高 美的 论述 很 多 ,康德 认为 崇高 的 特征 
是 无 常规 形式 , 即 无 规律 , 极 荒 饼 和 力量 之 巨大 .康德 偏 于 形式 ,而 
对 于 内 容 却 有 所 忽略 . 黑 格 尔 则 把 形式 和 内 容 结合 起 来 ,他 从 客观 
唯心 主义 哲学 出 发 ,认为 崇高 是 理念 大 于 形式 .车 尔 尼 雪 夫 斯 基 从 
唯物 主义 的 立场 出 发 批判 了 黑 格 尔 的 崇高 观 .他 说 ,更 大 得 多 ,更 
强 得 多 一 一 这 就 是 崇高 的 显著 特点 ." 总 之 ,自然 界 的 崇高 首先 以 
其 数量 上 与 力量 上 的 巨大 引起 人 们 的 惊讶 和 敬 赞 。 它 们 经 常 以 突 
破 形式 美 (如 对 称 、 均 衡 . 调 和 、 比 例 等 ) 一 般 规 律 的 粗 页 形态 一 一 
如 荒凉 的 风景 .无 限 的 旦 空 、 波 涛 润 涌 的 磅 确 气 势 , 雷 电 交 加 的 惊 
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人 场面 以 及 直线 、 锐 角 、 方 形 、 粗 糙 ` 巨 大 ,等 等 (与 美的 曲线 ИЮ. 
小 巧 .光滑 …… 恰 恰 相反 ) 来 构成 崇高 的 特点 。 

社会 生活 中 的 崇高 .要 有 先进 社会 力量 或 数量 上 的 巨大 的 特 
点 。 例 如 :伟大 的 二 万 五 千里 长 征 、 宏 伟 的 建筑 征服 宇宙 等 都 是 崇 
高 。 艺 术 中 的 崇高 是 把 生活 中 的 崇高 典型 化 得 来 的 。 传 统 的 美学 
家 们 只 是 感受 到 了 崇高 美的 现象 ,不 可 能 揭示 反映 崇高 美的 事物 
的 内 部 之 运动 变化 规律 ,而 数学 美的 出 现 便 弥 补 了 这 一 缺陷 。 例 
如 :天 文 数 学 .气象 数学 .突变 理论 .经济 数 学 .生物 数学 .空气 动力 
学 ,潮汐 理论 等 ,都 从 空间 形式 和 数量 关系 方面 深入 揭示 了 崇高 美 
的 内 在 规律 .解决 艺术 品 和 社会 生活 问题 的 各 种 数学 模型 ,更 是 映 
出 了 典型 化 的 光辉 .因此 ,从 这 个 意义 上 讲 , 数 学 美 是 深奥 的 美 、 崇 
高 的 美 。 笔 者 认为 ,古代 哲学 家 、 数 学 家 普 洛克 拉 斯 的 断言 “哪里 
有 数 ,哪里 就 有 美 "是 不 全 面 的 ,因为 数 不 都 是 美 。 但 是 , 随 着 科学 
技术 的 飞速 发 展 ,特别 是 人 工 智 能 技术 的 发 展 将 会 证 明 , 哪 里 有 
美 ,哪里 必 殖 含 着 数学 美 , 数 学 美 是 一 切 美的 根据 。 


五 、 数 学 与 美学 的 结合 是 历史 发 展 的 必然 趋势 


世界 著名 科学 家 钱学森 同志 在 一 封 信 中 提出 一 个 观点 ,他 认 
为 数学 应 该 与 自然 科学 和 社会 科学 并 列 ,而 称 为 数学 科学 。 他 认为 
在 人 类 整个 知识 系统 中 ,数学 不 应 该 被 看 成 是 自然 科学 的 一 个 分 
支 ,而 应 提高 到 与 自然 科学 和 社会 科学 同等 重要 的 地 位 ,数学 在 自 
然 科学 和 社会 科学 中 的 应 用 已 达到 了 人 们 称 之 为 “科学 的 数学 化 ” 
的 程度 。 数 学 方法 已 经 成 了 一 般 的 科学 方法 。 数 学 向 科学 各 领域 
渗透 的 结果 ,不仅 导致 了 一 系列 新 的 研究 领域 和 交叉 学 科 的 建立 ， 
使 数学 已 成 为 某 些 学 科 理 论 的 一 个 重要 组 成 部 分 ,而 且 数 学 自身 
的 发 展 水 平 也 在 影响 着 人 们 的 思维 方式 ,影响 着 人 文科 学 的 进步 。 

在 美学 处 于 尴 份 境地 的 今天 ,那些 明智 的 美学 家 们 都 呼吁 " 美 
学 需要 科学 ”, 因 为 只 有 科学 才能 解决 那些 使 美学 家 们 感到 扯 不 清 
楚 的 问题 ,又 由 于 科学 的 数学 化 ,所 以 数学 与 美学 的 结合 既 有 利于 
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数学 的 发 展 ,又 有 利于 美学 的 发 展 .数学 美 是 评价 数学 理论 的 重要 
标志 。 正 如 冯 “ 诺 意 曼 说 ;我 认为 数学 家 无 论 是 选择 题材 还 是 判 
断 成 功 的 标准 主要 都 是 美学 的 .数学 美 是 数学 发 展 的 内 驱动 力 ， 
正如 法 国 数学 家 阿达 玛 说 :“ 数 学 家 的 美感 犹如 一 个 第 子 ,没有 它 
的 人 永远 成 不 了 发 明 家 。" 未 来 数学 发 展 的 方向 就 是 真 . 善 、 美 的 统 
-。 数 学 方法 应 用 于 美学 ,可 以 解决 美学 家 们 想 说 又 说 不 清楚 的 基 
本 理论 问题 ,使 美学 从 现在 的 定性 研究 ,走向 定量 的 研究 ,能 充分 
发 挥 美学 的 社会 效益 ,实现 马克 思 的 “按照 美的 规律 来 建造 "世界 
的 理想 。 然 而 数学 与 美学 的 彻底 结合 不 是 短 时 期 所 能 达到 的 ,需要 
美学 家 与 数学 家 长 期 协同 研究 。 优 势 互 补 , 共 创 美 好 的 未 来 ,但 是 
像 现在 这 样 将 数学 美 排出 美学 的 典 堂 是 永远 也 达 不 到 的 。 

最 后 ,我 们 以 英国 著名 数学 家 罗素 的 名 言 作为 本 文 的 结尾 ， 
“数学 ,如 果 正 确 地 看 待 它 ,不 但 拥有 真理 而 且 还 具有 至 商 的 美 ,这 
是 一 种 雕塑 式 的 冷 而 严肃 的 美 ,这 种 美 既 不 投 合 人 类 之 天 性 的 微 
弱 方 面 ,也 不 具有 绘画 或 音乐 的 那 种 华 阴 的 装饰 ,而 是 一 种 纯净 而 
崇高 的 美 ,以 致 能 以 达到 一 种 只 有 最 伟大 的 艺术 才能 显现 的 那 种 
完美 的 境地 。” 

(参考 文献 和 注释 略 ) 


[分 析 ] 


1. 内 容 选择 
《数学 美 是 深奥 的 美 ) 是 一 条 理论 性 较 强 的 数学 思想 方法 论 
文 ,论文 的 内 容 是 作者 针对 数学 美 有 争论 的 问题 ,系统 地 论述 和 论 
证 了 数学 美 是 深奥 的 美 .崇高 的 美 。 并 提出 了 自己 的 新 见解 。 
论文 内 容 选择 的 方向 非常 重要 ,作者 善于 在 人 们 不 喜欢 的 数 
学 美学 领域 里 ,选择 研究 课题 ,又 善于 在 人 们 争论 的 问题 中 ,选择 
论文 题目 。 这样 ,使 论文 内 容 的 选择 恰到好处 :在 美的 欣赏 离 不 开 
逻辑 思 到 的 美 是 完美 的 美 ;最 难 感受 的 美 是 深奥 的 美 .崇高 
的 美 ; 数 学 与 美学 的 结合 是 历史 发 展 的 必然 趋势 四 个 层次 上 ,从 不 
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同 角度 进行 科学 地 分 析 、 严 密 地 推理 ,揭示 出 数学 美的 实质 。 

2. 题目 推 项 
一 般 说 来 ,在 数学 美学 领域 里 ,选择 有 新 意 的 题目 是 比较 困难 
的 .该 文 作 者 多 年 从 事 数 学 美学 研究 ,又 善于 在 人 们 有 争论 的 问题 
上 进行 选 题 ,经 过 反复 推荐 ,确定 以 (数学 美 是 深奥 的 美 ) 为 标题 及 
四 个 分 段 标题 ( 见 论文 ), 准 确 得 体 ,恰如其分 地 反映 出 论文 研究 的 
范围 和 达到 的 深度 ,论点 正确 ,富有 针对 性 , 抓 侍 了 数学 美的 根本 
问题 。 

论文 标题 与 分 段 标题 新 颖 ,为 全 文 展开 打下 了 基础 。 

з. 创作 新 意 

作者 不 仅 选 是 有 新 意 ,更 重要 的 在 于 作者 能 在 前 人 的 研究 基 
础 上 ,从 发 展 ,提高 的 角度 探求 新 的 理论 见解 。 主 要 体现 在 : 

(1) 作者 善于 在 人 们 忽视 的 数学 美 领域 里 选择 课题 ,善于 在 
人 们 争论 的 问题 上 选 题 ,在 选 题 上 抓 作 了 关键 ， 

(2) 论点 正确 ,论据 充实 ,论证 严密 ,对 数学 美 有 自己 独立 的 
新 见解 ,在 理论 研究 上 较 前 更 加 深刻 ,系统 。 

4 写作 技法 

论文 结构 采用 通用 型 。 

标题 数学 美 是 深奥 的 美 
分 段 标题 
(一 ) 美的 欣赏 离 不 开 逻 辑 思维 
(二 ) 迟到 的 美 是 完美 的 美 
(三 ) 最 难 感受 的 美 是 深奥 的 美 .崇高 的 美 
(四 ) 数学 与 美学 的 结合 是 历史 发 展 的 必然 趋势 
鲜明 的 观点 ,富有 说 服 力 的 完美 的 结构 形式 ,揭示 出 论文 的 主 


g 
Е. 

论文 的 开头 ,开门 见 山 ,研究 的 理由 目的、 背景 .观点 , 写 得 简 
清 , 确 切 , 自 然 地 引出 正文 。 


在 正文 写作 中 ,作者 在 组 织 好 真实 而 充分 的 材料 即 论据 的 基 
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ЖИ НЕТА, НЕЛИ а, ЕАН 
一 定 的 深度 和 力度 。 

论文 的 结尾 收 得 好 ,以 英国 著名 数学 家 罗素 的 名 言 结 尾 , 使 论 
文 前 后 照应 , 言 简 而 意 无 穷 。 
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第 四 章 ”数学 应 用 论文 


随 着 我 国 社会 主义 现代 化 建设 的 深入 发 展 , 人 们 对 数学 有 了 
新 的 认识 。 

数学 不 仅 给 予 人 们 各 种 能 力 , 而 且 对 提高 一 个 民族 的 科学 和 
文化 素质 都 起 着 非常 重要 的 作用 ， 

国家 的 繁荣 富强 ,关键 在 于 高 新 科技 和 高 效率 的 经 济 管理 。 高 
新 科技 的 基础 是 应 用 科学 ,而 应 用 科学 的 基础 是 数学 ,这 已 为 各 个 
发 达 国 家 的 历史 所 证 实 . 这 正如 著名 数学 家 华罗庚 教授 说 的 :宇宙 
之 大 ,粒子 之 微 , 火 箭 之 速 ,化 工 之 巧 . 地 球 之 变 . 生 物 之 谜 .日 用 之 
繁 等 各 个 方面 ,数学 的 重要 贡献 无 处 不 在 。 

这 里 所 说 的 数学 应 用 论文 ,其 内 容 包括 两 大 类 :-- 类 是 运用 数 
学 知识 解决 实际 问题 ,一 类 是 对 复杂 的 实际 问题 ,通过 建立 数学 模 
型 ,寻求 解决 问题 的 方法 。 

粗略 地 说 ,数学 模型 就 是 针对 或 参照 某 种 事物 系统 的 主要 特 
征 或 数量 相依 关系 ,采用 形式 化 的 语言 概括 或 近似 地 表述 出 来 的 
一 种 数学 结构 。 

- 般 认 为 ,数学 模型 有 广义 和 狭义 两 种 理解 。 按 照 广义 的 理 
解 ,一 切 数学 概念 .原理 和 数学 理论 体系 都 可 以 视 为 数学 模型 ; 按 
照 狭义 的 理解 ,只 有 那些 特定 问题 或 特定 的 具体 事物 系统 的 数学 
关系 结构 才 叫 做 数学 模型 。 

所 谓 数学 模型 方法 , 即 把 所 研究 和 考察 的 实际 问题 或 理论 问 
题 抽象 为 数学 问题 ,构造 出 相应 的 数学 模型 ,然后 通过 对 数学 模型 
的 研究 得 出 原 问题 的 解答 的 方法 。 
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第 一 节 论文 内 容 的 选择 


在 第 一 章 里 ,我 们 说 过 ,数学 应 用 论文 是 指数 学 应 用 于 实际 ， 
运用 已 掌握 的 数学 知识 分 析 , 论 证 数学 自身 和 解决 实际 问题 而 写 
成 的 文章 。 可 见 ,撰写 数学 应 用 论文 ,其 内 容 的 选择 范围 是 十 分 宽 
广 的 。 


一 、 数 学 应 用 于 实际 


这 里 着 重 说 明 ,结合 数学 教学 撰写 数学 应 用 论文 时 ,如 何 选择 
论文 的 内 容 。 

1， 学 科 内 部 数学 的 应 用 

这 里 是 指 从 不 同 的 角度 ,在 学 科 自 身 运用 已 掌握 的 数学 知识 
作为 工具 ,解决 数学 问题 ,从 中 选择 研究 课题 ,进而 确定 论文 的 标 
题 和 内 容 , 这 样 写 成 的 数学 应 用 论文 ,往往 对 某 些 数学 应 用 问题 或 
概念 .定理 .方法 等 有 所 改进 、 创 新 和 推广 ,并 能 体现 数学 建 模 的 思 
想 方 法 。 

例如 ， 

《多 元 函数 的 泰勒 公式 及 其 应 用 》; 

《 凸 函 数 及 其 应 用 》; 

《一 类 条 件 极 值 问 题 的 处 理 ) 等 数学 论文 ,都 属于 数学 分 析 中 
的 数学 应 用 论文 。 

2. 学 科 之 间 数 学 的 应 用 

这 里 是 指 从 不 同 的 角度 ,运用 某 学 科 的 数学 知识 作为 工具 , 解 
决 另 一 学 科 的 某 些 问题 作为 选择 课题 ,进而 确定 论文 的 标题 和 内 
容 。 这 样 写 成 的 数学 应 用 论文 ,富有 创造 性 ,并 能 体现 数学 建 模 的 
思想 方法 。 例 如 : 

《 微 积分 在 天 体力 学 上 的 应 用 》; 

《和 矩阵 在 求 递 推 式 数列 通 项 中 的 应 用 ) 
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《数学 分 析 中 若干 问题 的 概率 论 解 法 ) 等 许多 论文 都 体现 了 这 
一 点 。 

З. 数学 在 实际 问题 中 的 应 用 

这 里 着 重 是 指 按照 教学 大 岗 的 具体 要 求 ,结合 教学 实际 ,用 数 
学 知识 作为 工具 ,解决 实际 应 用 问题 (包括 简单 应 用 、 较 复杂 应 用 、 
综合 应 用 ) ,选择 课题 ,进而 确定 论文 标题 和 内 容 . 这 样 写 成 的 数学 
应 用 论文 ,对 于 数学 应 用 于 实际 ,培养 学 生 分 析 问 题 .解决 问题 的 
能 力 . 基 有 指导 意义 。 


二 、 建立 数学 模型 


这 里 着 重 说 明 ,数学 应 用 于 实际 ,解决 复杂 问题 需要 建立 数学 
模型 时 ,如 何 选择 论文 的 内 容 。 

复杂 问题 的 解决 ,常常 需要 运用 基础 数学 .应 用 数学 ,计算 数 
党 作为 工具 ,建立 数学 模型 ,用 数学 模型 方法 求 出 优化 解 , 可 见 , 论 
文 内 容 的 选择 领域 是 十 分 广阔 的 。 

1. 从 模型 的 应 用 领域 选择 论文 内 容 

这 里 所 说 的 从 数学 模型 应 用 领域 选择 论文 的 内 容 , 即 从 模型 
所 属 学 科 进 行 选择 研究 课题 .进而 确定 论文 的 标题 和 内 容 。 例 如 : 

人 口 模型 ; 

交通 模型 ， 

环境 模型 ; 

生态 模型 ; 

城镇 规划 模型 ， 

水 资源 模型 ， 

再 生 资源 利用 模型 ， 

污染 模型 。 

范畴 更 大 一 些 则 形成 许多 边缘 学 科 , 如 生物 数学 、 医 学 数学 、 
地 质数 学 ,数量 经 济 学 、 数 学 社会 学 等 。 

从 上 述 范围 内 ,提出 具体 问题 ,用 数学 模型 方法 ,使 原 问题 取 
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得 最 优 和 解答 .从 而 数学 应 用 论文 的 标题 .内 容 就 具体 确定 了 。 

2. 从 建立 模型 的 数学 方法 选择 论文 内 容 

这 里 所 说 的 从 建立 数学 模型 的 数学 方法 选择 论文 的 内 容 , 即 
从 模型 所 属 数学 分 支 进 行 选择 研究 课题 ,进而 确定 论文 的 标题 和 
内 容 。 例 如 : 

初等 数学 模型 

几何 模型 ; 

微分 方程 模型 ; 

图 论 模型 ; 

马 氏 链 模 型 ; 

规划 论 模型 等 许多 数学 模型 属于 数学 某 一 分 支 。 

在 上 述 类 型 中 ,提出 具体 问题 ,用 数学 模型 方法 ,使 原 问题 取 
得 优化 解答 ,从 而 数学 应 用 论文 的 标题 .内容 就 具体 确定 了 。 

随 着 高 新 科技 与 数学 科学 的 发 展 ,尽管 数学 建 模 涉及 的 而 广 、 
难度 大 ,但 我 国 的 数学 专家 、 教 授 、 博 士 .学 者 在 优化 ,控制 与 统筹 ， 
顶 测 与 管理 ,信息 处 理 ,大 型 工程 ,资源 开发 与 环境 保护 ,工业 与 农 
业 , 军 事 与 国 防 等 许多 领域 里 ,选择 了 研究 课题 ,确定 了 研究 方向 ， 
取得 了 惊人 的 成 就 .发表 了 许 许多 多 商 水 平 的 .具有 创造 性 理论 价 
值 和 应 用 价值 的 数学 应 用 论文 ,引起 国内 外 的 关注 。 


第 二 节 论文 的 写作 


从 数学 应 用 论文 内 容 的 选择 上 不 难看 出 ,数学 应 用 论文 分 为 : 
简单 型 数学 应 用 论文 和 复杂 型 数学 应 用 论文 ,便于 论文 创作 。 
本 节 对 这 两 种 类 型 数学 应 用 论文 写作 ,进行 具体 分 析 .研究 。 


一 、 简 单 型 应 用 论文 的 写作 


这 里 所 说 的 简单 型 数学 应 用 论文 ,是 属于 广义 数学 模型 范畴， 
结合 数学 教学 ,数学 概念 ,定理 ,公式 的 应 用 ,特别 是 运用 数学 知 
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识 分 析 .解决 实际 问题 而 写成 的 论文 。 在 写作 时 ,应 抓 住 以 下 几 个 
要 点 ， 

1 论文 的 一 般 形式 可 选择 数学 教学 研究 论文 的 形式 

2. 论文 要 突出 数学 应 用 于 实际 的 教学 目标 

数学 应 用 于 实际 的 教学 内 容 , 大 体 归结 为 :简单 应 用 、 较 复杂 
应 用 和 综合 应 用 。 

简单 应 用 的 论文 ,能 突出 对 数学 公式 和 概念 等 知识 回忆 ,在 标 
准 情境 中 作 识 别 , 通 过 模仿 用 常规 方法 和 基本 模式 解决 比较 直接 、 
简单 的 实际 问题 ; 

较 复 杂 应 用 的 论文 ,能 够 在 分 析 问题 的 已 知 条 件 的 基础 上 ,使 
用 某 一 个 知识 点 或 技能 ,合理 运用 基本 的 模式 和 常规 方法 ,直接 解 
决 一 些 实际 问题 

综合 应 用 的 论文 ,能 够 对 在 新 的 情境 下 出 现 的 结构 较 复杂 的 
实际 问题 进行 全 面前 析 ,并 将 实际 问题 分 解 .组 合 , 弄 清 其 内 部 关 
系 ,通过 应 用 多 个 知识 点 和 多 种 技能 ,解决 较 复杂 的 实际 问题 。 

3. 论文 要 揭示 出 数学 应 用 于 实际 的 规律 

在 突出 教学 目标 的 基础 上 ,要 从 一 定 的 理论 高 度 上 ,进行 分 
析 、 探 讨 ,揭示 出 数学 应 用 于 实际 的 规律 性 的 东西 。 

4. 论文 要 突出 建立 数学 模型 的 思想 方法 

撰写 简单 型 数学 应 用 论文 ,要 求 深入 探索 .思考 .善于 观察 、 富 
于 联想 转化、 分解. 组 合 , 从 数量 关系 或 空间 形式 上 进行 抽象 、 提 
炼 出 涉及 到 的 实体 对 象 间 具有 的 必然 关系 ,问题 的 解决 一 般 采 用 
确定 性 数学 模型 .这 类 模型 的 形式 可 以 是 各 种 各 样 的 方程 式 、 关 系 
式 、 网 络 图 等 .因此 ,撰写 简单 型 数学 应 用 论文 时 ,要 突出 体现 数学 
模型 的 思想 方法 。 


二 、 建 模 论文 的 写作 


这 里 所 说 的 复杂 型 数学 应 用 论文 ,是 指 建立 数学 模型 ,用 数学 
模型 方法 求解 的 一 类 论文 。 
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大 家 知道 ,数学 应 用 于 实际 ,解答 复杂 的 实际 问题 时 ,往往 需 
要 基础 数学 、 应 用 数学 、 计 算数 学 作为 工具 ,建立 数学 模型 ,用 数学 
模型 方法 求解 .特别 是 近年 来 , 随 着 电子 计算 机 的 普及 和 各 门 科学 
的 数学 化 ,数学 模型 方法 更 为 广泛 地 应 用 于 自然 科学 与 社会 科学 
的 众多 领域 中 。 

撰写 此 类 论文 时 ,应 抓 住 以 下 几 个 要 点 : 

1. 要 突出 论文 的 结构 及 其 特性 

(1) 论文 的 结构 

复杂 型 数学 应 用 论文 的 结构 ,通常 采用 : 

标题 

署名 

摘要 

关键 词 

问题 的 提出 与 分 析 

模型 建立 与 模型 分 析 

模型 优 缺 点 与 改进 

参考 文献 

这 与 前 面 讲 的 论文 结构 是 一 致 的 。 

“问题 的 提出 与 分 析 ”, 可 视 为 论文 的 “引言 "或 论文 的 开头 ; 
“模型 建立 与 模型 分 析 ” 可 视 为 正文 ,论文 的 主旨 ;“ 模 型 优 缺点 与 
改进 "可 视 为 论文 的 结论 。 

显然 ,根据 不 同 的 具体 实际 问题 ,参考 文献 上 面 的 三 个 层 的 含 
义 , 还 可 以 采用 类 似 的 术语 。 

(2) 论文 的 几 个 特性 

撰写 这 类 论文 时 ,要 突出 论文 的 几 个 主要 特性 : 

人 主题 的 鲜明 性 ; 

® 高 度 的 抽象 性 ; 

© 结果 的 精确 性 ; 

D 功能 的 预见 性 。 
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其 含义 是 :论文 的 主题 具有 鲜明 性 是 说 ,一 篇 数学 应 用 论文 ， 
用 了 哪些 知识 ,解决 了 什么 样 的 实际 问题 ,知识 应 用 上 有 哪些 特 
点 ,都 需 清楚 明了 ;高 度 的 抽象 性 是 说 ,数学 模型 是 一 种 形式 化 的 
抽象 结构 ,为 建立 模型 , 先 舍弃 所 研究 对 象 的 具体 内 容 ,只 考虑 数 
基 关 系 和 空间 形式 ,并 引用 符号 表达 , 作 进 “ 步 抽 象 ;论文 结果 具 
有 精确 性 ,是 指 用 数学 模型 得 到 的 论断 是 精确 (包括 概率 的 ) 的 。 这 
-特性 的 依据 在 于 数学 推理 的 逻辑 严谨 性 和 运算 的 确定 性 ;论文 
其 有 功能 的 预见 性 ,是 指数 学 模型 的 功能 不 在 于 描述 事物 过 去 和 
现在 状态 ,而 在 于 预测 事物 未 来 的 状态 和 变化 , 常 借助 于 数学 模型 
事先 推断 某 现象 的 存在 ,再 通过 观察 实验 .上 机 计算 、 推 证 ,去 确 
认 数 学 模型 预见 的 正确 性 。 这 是 现代 科研 的 一 种 重要 手段 。 

2. 要 掌握 建立 数学 模型 的 方法 ,步骤 

先 看 例子 ”随机 存储 策略 

商店 在 一 周 中 的 销售 量 是 随机 的 。 每 逢 周 木 经 理 要 根据 存货 
的 多 少 决定 是 否 订购 货物 ,以 供 下 周 的 销售 .适合 经 理 采用 的 一 种 
简单 的 策略 是 制定 一 个 下 界 m 和 一 个 上 界 М. 当 周末 存货 不 少 于 
六 时 就 不 订货 ; 当 存 货 少 于 mm 时 则 订货 , 且 订 货 量 使 得 下 周 初 的 
存货 量 达到 M。 这 种 策略 称 为 (m,M) 随 机 存储 策略 。 

我 们 只 考虑 费用 :订货 量 、 储 存 费 、 缺 货 费 、 商 品 购 价格 ,存储 
策略 的 优 劣 ,以 总 费用 为 标准 。 显 然 ,总 费用 (在 平均 意义 下 ) 与 
(mAMf) 策 略 , 销 售 基 的 随机 规律 .单项 费用 大 小 有 关 。 

为 方便 起 见 , 时 间 以 周 为 单位 ,商品 数量 以 件 为 单位 。 

模型 假设 

а) 每 次 订货 费 为 c,( 与 数量 无 关 ), 每 件 商品 购 进 价 为 c ,每 
件 商品 “ 周 的 储存 费用 为 c:* 每 件 商品 的 缺 货 损 失 为 cye cs 相当 于 
售 出 价 ,应 有 cr 一 ci; 

(2) 一 周 的 销售 基 是 随机 的 ,r 取 值 很 大 ,可 视 为 连续 变量 ， 
其 密度 函数 为 pr); 

(D 记 周 末 的 存货 量 为 zx, 订 货 最 为 wx, 并 且 立 即 到 货 , 于 是 周 
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ЛО ЕВЕ гиз 
(4) 一 周 的 销售 向 是 集中 在 周 初 进行 的 , 即 一 周 的 储存 为 + 
Huor. Авара 


шт 8.220 Фх+и=М 
确定 m,M 应 以 总 费用 最 小 为 标准 。 
由 于 销售 是 随机 的 ,从 而 储存 量 和 缺 货 量 亦 为 随机 的 ,致使 
- 周 的 储存 费 、 缺 货 量 亦 是 随机 的 , 故 知 目标 函数 应 取 一 周 总 费用 
的 期 望 值 , 即 长 期 经 营 中 每 周 费用 的 平均 值 , 即 平均 费用 。 
由 俱 设 条 件 得 平均 费用 为 
[о + еи + Ш Би) u>0 


Јо) = 
"5 акау w=0 


其 中 
Læ) = ае 一 rptr)dr 十 c 
. 
ЕГ Л Л) ИЧИ 


po Ad) 


аа ров af podr 
Ф ü z+w=M， 而 Горов ет 
А 
可 得 
[ooa 
AA аа 5 


Беа 
这 就 是 说 , 令 订货 量 w 加 上 原来 的 存量 达到 (4) 式 所 示 的 
MX 可 使 平均 费用 最 小 | >>0| 。 
机 
кй m 
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当 存货 量 为 x 时 ,车 订货 , 则 由 式 (1) 在 М 策略 下 ,平均 费用 
为 
` J =e + (М = zr) + LM) 


若 不 订货 , 则 平均 费用 为 
J, = 142) 
Л <, 时, 即 
Zr) 和 co 十 ciCM — х) + LM) (5) 
时 应 不 订货 , 记 
Ir) = cr + Lir) (6) 
则 不 订货 的 条 件 式 (5) 可 表 为 
Ia) < с + IM) (7) 
而 式 (7) 中 co 十 7(AM ) 为 已 知 数 ,于 是 m 的 方程 为 
102) = с + IM) (8) 


根据 模型 式 (1)、 式 (2) 所 确定 的 (m,M) 策 略 ,由 式 (4)、 式 
《6)、 式 (8) 给 出 , 当 covciwcarcssp(r) 给 定 后 ,mM 可 以 解 出 。 

从 这 个 例子 ,可 以 看 出 ,建立 数学 模型 的 基本 过 程 ,是 一 个 进 
行 数学 抽象 的 过 程 。 由 此 ,可 以 归纳 出 建 模 的 一 般 方 法 、 步 骤 ; 

(1) 明确 目标 ; 

(2) 对 系统 进行 调查 ,去 粗 取 精 ,去 伪 存 真 , 找 出 主要 因素 , 确 
定 主要 变量; 

(3) 找 出 各 种 关系 ; 

《4) 明确 系统 的 约束 条 件 ; 

(5) 根据 有 关 学 科 的 知识 ,用 数学 符号 .数学 表达 式 表示 事物 
对 象 及 其 关系 ; 

O 简化 表达 形式 ,求解 并 进行 检验 。 

数学 模型 专家 姜 启 源 教授 在 (数学 模型 ) 一 书 中 ,给 出 建 模 一 
般 步骤 如 图 4-1 所 示 。 
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模型 准备 : 

首先 了 解 问题 的 实际 背景 ,明确 建 模 的 目的 ,搜集 建 模 必要 的 
各 种 信息 ,如 现象 ,数据 等 ,尽量 弄 清 对 象 的 特征 ,并 初步 确定 建立 
哪 一 类 模型 

异型 假设 : 

根据 对 象 的 特征 和 建 模 的 目的 ,对 问题 进行 必要 的 、 合 理 的 简 
化 ,用 精确 的 语言 ,合情合理 地 作出 假设 ,这 是 建 模 的 关键 一 步 。 

- 般 说 来 ,一 个 实际 问题 不 经 过 简化 假设 就 很 难 翻译 成 数学 
问题 ,即使 可 能 ,也 很 难 求解 .不 同 的 简化 假设 会 得 到 不 同 的 模型 。 
假设 作 得 不 合理 或 过 分 简单 ,会 导致 模型 失败 或 部 分 失误 ,因而 应 
修改 和 补充 假设 ;假设 作 得 过 分 详细 , 即 各 方面 因素 都 考虑 进去 ， 
可 能 使 你 很 难 做 下 一 步 工作 。 

通常 作假 设 的 依据 ,一 是 出 于 对 问题 内 在 规律 的 认识 ,二 是 来 
АКЕНИ, атца а. ЯЛЖ 
和 判断 力 , 善 于 抓 住 主要 因素 ,尽量 将 问题 线性 化 .均匀 化 ,用 精确 
语言 写 出 假设 。 

异型 构成 : 

根据 所 作 的 假设 ,分 析 对 象 的 因果 关系 ,利用 对 象 的 内 在 规律 
和 数学 工具 ,构造 各 个 量 之 间 的 等 式 或 不 等 式 或 其 他 数学 结构 。 

模型 求解 : 

可 以 采用 解 方程 .图 解法 .证 明定 理 、 逻 辑 运算 .数值 计算 等 数 
学 方法 ,特别 是 计算 机 技术 。 
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模型 分 析 : 

对 模型 解答 进行 数学 上 的 分 析 , 有 时 要 根据 问题 的 性 质 分 析 
变量 间 的 依赖 关系 或 稳定 状况 ;有 时 是 根据 所 得 结果 给 出 数学 上 
的 预报 ;有 时 可 能 给 出 数学 上 的 最 优 决 策 或 控制 。 总 之 ,还 要 进行 
误差 分 析 ,或 稳定 性 .灵敏 性 分 析 等 。 

模型 检验 : 

把 数学 上 分 析 的 结果 翻译 回 到 实际 问题 .并 用 实际 的 现象 . 数 
据 与 之 比较 ,检验 模型 的 合理 性 和 适用 性 .这 一 步 对 于 建 模 的 成 败 
是 非常 重要 的 。 

模型 检验 的 结果 若 不 符合 实际 情况 ,问题 通常 出 在 模型 假设 
上 ,或 出 在 数学 关系 式 上 ,此 时 ,应 修改 补充 假 没 或 修改 数学 关系 
式 , 重 建 模型 ,直到 满意 。 

一 般 说 来 .对 一 个 具体 的 实际 问题 ,要 建立 一 个 比较 合适 的 数 
学 模型 ,不 是 一 件 容易 的 事情 ,即使 建立 了 模型 ,求解 难度 也 很 大 。 
这 就 要 求 作 者 刻苦 钻研 ,除了 人 掌握 本 行 专业 外 ,还 必须 具有 较 宽 的 
知识 面 ,并 不 断 提高 自己 理解 实际 问题 的 能 力 、 抽 象 分 析 的 能 力 、 
运用 数学 工具 的 能 力 和 通过 实践 加 以 验证 的 能 力 。 灵 活 运用 上 述 
建立 数学 模型 的 思想 方法 ,一 定 会 创作 出 高 水 平 的 数学 应 用 论文 。 


第 三 节 例文 分 析 
例文 7 
一 类 条 件 极 值 问题 的 处 理 
~、 不 等 式 与 规划 
1. 问题 的 提出 


在 1983 年 全 国 省 市 自治 区 联合 数学 竞赛 的 第 一 试 试题 中 有 
这 么 - - 道 题 (第 5 题 ,选择 题 ): 
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题目 CHAK Fr) 一 az 一 <, 满足 


—4</‹(0<—1, —1</0@2)<5 
那么 ,f(3) 应 满足 ; 
СА) 7</(3)<26 (B) —4</(3)<15 


(© -1</‹з<го D -<o 

标准 答案 应 当 是 *(C)"。 这 一 道 题 批改 时 ,对 的 给 分 ,不 对 的 
给 零 分 ,工作 是 比较 顺利 迅速 的 。 但 问题 是 :原来 印 好 的 试卷 为 
“(A) 一 7 之 f(3)<26”。 在 临 考 前 一 天 全 国 数学 竞赛 试题 委员 会 
才 从 合肥 向 全 国 各 省 市 数学 竞赛 委员 会 发 出 急电 , 宜 布 将 其 中 的 
“(A)" 改 为 "7 生 /(3) 和 26"。 形 成 如 上 一 开始 所 述 的 不 等 式 问题 。 
无 论 是 发 电报 前 的 竞赛 委员 会 的 出 题 人 或 批改 试卷 的 各 省 市 的 老 
师 们 ,以 及 广大 教师 和 数学 工作 者 中 ,有 些 同志 对 于 上 述 问题 的 提 
法 与 答案 ,产生 了 一 些 质疑 和 探讨 。 

这 些 质疑 问题 正好 处 在 初等 数学 与 高 等 数学 之 间 , 是 一 个 值 
得 探讨 的 有 趣 问题 。 

例如 ,对 上 述 第 5 题 , 先 不 考虑 选 题 中 的 可 能 答案 ,而 把 它 作 
为 求 (3) 应 满足 的 范围 

т< /з›<М 

来 求 出 加 ,M。 有 两 种 解答 方式 : 

ОВ) у ЛО) ас.) = дас 


а= Л -fo 
c= 070) afo] 
故而 
з) = 9a с 870) -fa 
由 一 1<f(2)<5, 知 
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ш—4</а)<—1,Ш 
2 


wl 
3 


g= 


wla 


ға) < 


а! 


从 而 一 1</(3)<20。 
这 个 解答 给 出 了 解答 (C) 是 正确 的 。 
方式 ( 乙 ): 假 车 由 /(1)=a 一 c,f(2)=4a 一 c, 用 (1),f(2) 
的 不 等 式 条 件 , 解 出 0<а<3,1<с<7, АИД ФА. /(3)=9а— 
< 就 可 以 得 到 一 7<f/(3)<26。 
因此 用 方式 ( 乙 ) 的 同志 认为 紧急 电报 可 以 不 打 , 原 试卷 如 不 
更 改 , 凡 答 (A) 的 也 可 以 认为 正确 。 那 么 问题 出 在 哪儿 呢 ? 
事实 上 ,方式 ( 乙 ) 的 作者 把 原 结果 放宽 了 。 因 为 [一 1,20]C 
[—7,26], 故 这 个 估计 并 不 是 错 的 ,而 是 “ 松 " 了 。 例如 要 用 一 些 资 
料 来 判断 某 一 个 人 的 信息 , 甲 说 他 是 中 国人 , 乙 说 他 是 北京 人 ,前 
言 稍 " 粗 ”, 后 者 稍 “ 细 ”, 也 即 甲 的 结果 “ 宽 ”, 乙 的 结论 “ 紧 ”".。 注意， 
如 今 题目 中 的 (A) 是 ?7 魏 /(3) 短 26, 而 [7,26] 并 不 包括 [一 1,20]， 
故而 选 (A) 当 然 是 错 。 
估算 /(3) 时 ,既然 可 得 “ 松 "与 * 紧 ”的 两 结果 ,那么 ,再 问 上 述 
(C) 是 否 已 是 最 紧 的 结果 了 ? 即 区 间 [ 一 1,20] 不 可 能 再 压缩 了 吗 ? 
2. 问题 的 转化 
原 问题 中 有 一 个 二 次 函数 f(z) 二 ax* 一 c ,按照 原来 的 提 法 x 
为 变数 ,系数 a.c 为 常数 ,但 ac 并 非 绝对 常数 ,而 实质 上 是 满足 
不 等 式 关系 (在 一 定 范围 内 变化 ) 的 “ 参 ”" 数 。 可 将 原 问 题 转化 成 如 
FEMER: 
形式 1 已 知 a.c 满足 
一 4 和 aa 一 ec 和 1 ， —1<4а—с<5 a) 
那么 
/ = 9а – с (2) 
应 满足 mm 和 FM, 试 求 出 最 小 的 mm 与 最 大 的 М. 
或 将 上 述 问 题 变 为 : 
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ERI, 已 知 ac 满足 (1), 求 (2) 中 了 的 极 小 值 普 。 
ÉRI, 已 知 ac 满足 (1). 求 (2) 中 了 的 极 大 值 M。 
PÉRI, 5I 联合 就 是 形式 ! , 即 与 原 问题 等 价 。 
这 里 可 以 看 到 , 原 问 题 的 原来 变数 x 的 作用 已 经 完结 。 实 质 
上 ,在 形式 1 或 工 中 ,参数 ac 实际 上 就 是 变数 。 于是, 不妨 按 习惯 
将 4 与 < 改写 为 z 与 rz, 于 是 可 变 为 
ÉI, EH ror 满足 
-4n nL- ， 一 1 和 4r 一 ms5 (3) 
记 
f= 9r— 7 (4) 
求 了 的 极 小 值 m。 
ÉRE, 变数 ri,z: 满足 (3), 求 (4) 中 了 的 极 大 值 M。 
由 与 原 间 题 等 价 的 形式 (和, 与 az) 看 来 ,这 是 一 类 条 件 极 
值 问题 . 
НОЯ ху, 此 时 有 2,220, 1.22001 0<2.<3,1< 
207). ТИЕШЕ. 
ERN, 变数 ri,z* 满足 
nnti 
-—ж+з,—4<0 
4r r — 50 


2 (5) 
一 4r +n -190 
x >20 
T 20 


Жо РИМА т=тіп(/). 
形式 N。 实数 zi,zz 满足 (5), 求 (4) 中 了 了 的 极 大 值 М= тах 
(She 
此 处 条 件 (5) 称 为 约束 条 件 ,而 函数 (4) 称 为 目标 函数 。 
一 般 来 说 ,如 果 变 数 x， ,z;,… ,x. 满足 约束 条 件 ; 
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求 目标 函数 

/ = fatma) (7) 
的 极 值 问题 ( 求 min{/} 或 max{/)), 就 是 一 个 数学 规划 问题 ,如 果 
其 中 约束 (6) 与 日 标 (7) 均 关于 холоо, 为 一 次 函数 (线性 关 
系 ) 时 , 则 此 种 规划 便 称 之 谓 线性 规划 问题 。 

这 样 一 来 ,我 们 就 弄 明白 了 :原来 与 我 们 竞赛 题 的 原 相等 价 的 
形式 RN CN, 与 N:) 就 是 一 个 典型 而 特殊 (2 个 非 负 变数 ,4 个 约束 
不 等 式 ) 的 线性 规划 问题 。 

З. 问题 的 解决 

如 今 的 问题 是 求 在 约束 © 上 的 目标 函数 

Ха) = 92, — Ts 
的 最 大 值 M 与 最 小 值 пож т< М). 

如 图 4-2 所 示 , 约 束 区 域 为 由 p,p:psp, 组 成 的 平行 四 边 形 区 

wI, ажене 


9 = f 
这 个 斜率 为 9 的 直线 族 越 往 左 函 数值 了 越 变 小 ,反之 越 向 右 
М.С оло, ВОДЕ © 的 顶点 上 达到 极 值 , 即 在 p, 上 
达到 最 小 ,而 在 p 上 达到 最 大 ,有 
m =min{f} = Ўр) = /(0.1) = 1 
М =тах{/} = Рр) = f(3,7) = 20 
故而 获得 
— 1s тіп </<max{f} = 20 
这 已 是 一 个 不 可 改进 的 结果 。 
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图 4-2 


如 果 当 初 先 由 平行 四 边 形 区 域 A 算出 т.т; 的 范围 ,当然 有 
0 委 zi 委 3,1 迄 六 7, 而 这 是 一 个 矩形 区 域 5, 它 由 PRPO 组 成 ， 
是 © 向 两 轴 的 正 交 投 影 ,显然 ZCS, M fard) HE S LRA 
也 是 在 5 的 顶点 上 达到 ,有 
т' кыши (7) = /(9) = 700,7) = 一 7 


м = max (f) = f(R) = /‹3,1) = 26 


ATA SES EA EISS k RER Я) T 

结果 的 “ 松 "“ 紧 "关系 : 
(хәт) E Фф С$‹з/Є ([—1,20]С [— 7,26]. 

这 样 ,我 们 就 求 到 了 /满足 不 等 式 т</<М 中 最 大 的 m 为 
一 1, 而 最 小 М 为 20。 这 就 宣布 了 方式 ( 甲 ) 的 做 法 已 是 最 “ 紧 " 的 
结果 ,不 可 改进 。 而 方式 ( 乙 ) 的 结果 是 “ 松 " 化 了 的 ,因而 不 是 最 佳 
答案 。 如 果 接 受 了 电报 更 改 之 后 的 话 , 则 原 问题 的 解答 只 能 是 
“(C)”, 而 且 已 是 最 优 的 唯一 的 答案 。 

4. 问题 的 引申 

对 于 一 般 规划 问题 ,至 今 尚 未 研究 透彻 ,还 没有 一 般 的 解法 ， 
将 因 问 题 的 情况 而 具体 分 类 研究 而 谋求 解决 。 但 对 于 线性 规划 问 

Hra 


题 来 说 ,理论 上 讲 已 有 一 种 方法 叫做 单纯 型 方法 ,是 运用 线性 代数 
里 换 * 基 "的 方法 来 “迭代 "计算 的 , 它 可 以 解决 规划 为 线性 时 的 一 
切 问题 .正如 用 克 莱 姆 法 则 可 以 解决 当 系数 行列 式 非 零 时 , 且 变数 
与 方程 个 数 相同 时 的 线性 方程 组 问题 一 样 。 但 计算 程序 与 计算 量 
均 较 复杂 ,将 随 变数 的 增多 而 增 繁 。 此 处 因为 变数 只 有 两 个 , 即 用 
图 解法 ( 例 3 从 略 )。 这 种 图 解法 来 处 线性 规划 问题 的 内 容 , 在 高 中 
生 或 大 学 生 中 开讲 座 课 是 大 有 益处 的 。 


二 、 一 般 条 件 极 值 问题 


对 于 附 有 条 件 限制 的 极 值 问 题 , -- 般 称 为 条 件 极 值 问题 ,其 一 
般 形式 为 等 号 约束 
Фб) 一 0 a) 
k =0,1,2,+,т; тап) 
的 限制 下 , 求 目标 函数 
f= flastrer) (2) 
的 极 值 ( 极 大 或 极 小 )。 
上 述 不 等 式 约束 下 求 目 标 函 数 极 值 的 所 谓 规 划 问题 ,可 以 引 
进 适当 的 变量 ( 叫 松弛 变量 ), 可 以 等 价 地 化 为 某 种 形式 的 等 号 约 
永 下 的 目标 函数 求 极 值 问题 . 所 以 ,规划 问题 当然 包括 特殊 形式 的 
线性 规划 问题 在 内 ,是 一 类 特殊 的 条 件 极 值 问题 ,也 有 着 一 类 特殊 
处 理 的 方法 .例如 ,通常 的 单纯 型 方法 或 变数 只 有 两 个 时 的 图 解法 
等 。 
那么 ,对 于 一 般 的 条 件 极 值 问题 ,如 何 求解 呢 ? 
如 果 m 个 等 式 约束 方程 可 以 解 出 


2 一 内 (Toriy…yzo) k= 1,2,+-,т 
则 以 此 代入 目标 函数 有 
Рр раро) 


一 下 (ze a) 
于 是 求 函 数 了 的 条 件 极 值 问题 就 转化 为 求 函 数 F 的 无 条 件 极 值 
5128. 


问题 了 。 但 是 一 般 情形 下 ,要 从 等 号 约束 方程 中 解 出 ri,… ze 是 
较 困难 或 很 麻烦 的 ,有 时 甚至 是 不 可 能 的 。 因 此 ,上 面 的 途径 往往 
行 不 通 。 

下 面 引进 一 种 方法 叫做 拉 格 朗 日 乘 子 法 。 可 免 去 解 等 号 约束 
方程 的 困难 。 又 可 把 条 件 极 值 问题 化 为 求 无 条 件 极 值 问题 的 稳定 
点 问题 , 求 出 稳定 点 后 ,可 根据 所 论 实际 问题 的 特性 来 判定 哪些 稳 
定点 为 条 件 极 值 问题 的 解 。 

引进 函数 

ЕТТ) 


=f (tr) 十 УДА Слао) B) 


ЖЕ. 5 Ж PF B (В БИШ ОО ЖҮ) A Ей ЖС, ДФ А, Ае sAn 为 拉 格 朗 
日 乘 子 ,那么 ,有 

定理 Satr а оо) =1,2,+°,т(т 
CMEA Patari 3) 为 内 点 的 区 域 刀 内 连续 可 微 , 己 为 满 
足 条 件 (1), 且 使 函数 (2) 取 得 极 值 的 点 , 若 矩 阵 


ап an "O ar 
ВЕ m WETE m PERAR АО ЙИҢ at atA 
ADARREN L WEER ataa AA e AD ТВ 
п+т 个 方程 的 方程 组 的 解 : 
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Pal Ti sIr) 一 0 


证 为 简便 , 仅 证 m=3,m 二 2 的 情形 。 

设 P(zevyovzo) 为 函数 /(x,y,z) 在 限制 条 件 
pan =0 
pasy) = 0 


(4) 


下 的 条 件 极 值 点 , 且 


AP p) zew] App) |, 
Ауа) |» “| СЕУ 


Же о, ДЕЖ Ао В Сто уон хо, доо) A RLR A A R 
数 。 


1.(х,у.А,н) = f(2,y,z) 十 Myyz) 十 AICz yz) 
的 稳定 点 ,或 说 (ro,yevzovvpm) 为 下 述 方程 组 


ағ 好 ар _ 
АЖ ки =o 
д0 

的 解 。 
Ра о 
Ф=0 
ф=0 
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жЕ) 天 0, 由 隐 函 数组 定理 可 知 ,方程 组 p-0,4 一 0 
{E Payoz MDEA жетю 


у= уб) 

使 得 
[еее =0 而 
%(z,y(z),z(z) 一 0 

且 


Yo = Y(X) Zo = z (To) 
把 式 (5) 代 人 f(x,y,z) 中 去 ,得 

F(z) = F(z,y(z),z(z)) 
由 假设 点 Р 为 在 条 件 (4) 下 f(x,y,z) 的 条 件 极 值 点 ,于 是 x 为 下 
(zx) 的 无 条 件 极 值 问题 的 稳定 点 。 所 以 


aE 
Elea T? 
Bp 
Әг] dy Fj æj _ 
ale +t yl, |.|, ы; 
在 式 (6) 中 的 两 个 等 式 对 x 求 导 ， ау! 
др æ| .dy 
|||. |, Е 
‹8) 
dy 
|.|, gl кс сае 


用 和、 与 分 别 乘 式 (8) 中 的 两 式 , 再 与 式 (7) 式 相 加 得 
Ф|. + a2], +a 


ах |p 
(9, eshesi. 
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үа 
pldr 


af) || p 
+ | 闫 |,+ 闭 |,+ 幸 


аыр) 
ШЕТУ 


,天 0, 因 而 一 定 能 求 得 bp 与 po 使 得 


2% 
ду 


一 0 
r 


U| taZ] +m 


a 


| z 
„а: Я 0 


十 是 由 式 (9) 式 得 出 
af 
a |e 


由 式 (10) 与 式 (11), 以 及 gr 一 0,%|* 一 0, 定 理 证 毕 。 


FAT Æ| _ 
| | о 


例 1 限定 长 方 体 的 对 角 线 长 度 一 定 , 求 其 容积 最 大 。 


(9) 


(10) 


а) 


M 设 x,y,z 表 其 长 . 宽 、 高 ,容积 为 V ,对 角 线 长 一 定 为 d， 


那么 ,有 
ВЖЕ лута 
目标 函数 У=лу: 
于 是 引进 拉 格 朗 日 (简称 拉 氏 ) 乘 数 4, 有 拉 氏 函数 
L= zyz + Аа +y +z d) 
用 拉 氏 方法 , 令 


这 正 是 本 题 的 解答 。 
例 2 求 在 条 件 


约束 下 ,目标 函数 


и = дут 


的 极 值 。 
解 ”引进 拉 氏 乘 数 1 与 wk, 有 拉 氏 函数 为 
L= туг + Аа? + у + а 0) иба Бу) 


于 是 按 拉 氏 方法 , 令 
д1, а, СА 
79 у=% а =0 
得 x=》, 由 > 天 0 得 x= 2А. y 
1 
4= 土 一 一 
2 /%6 
таатал» 
1 1 
м БТ 


判定 M,,M: 是 极 值 点 , 何 种 极 值 点 ? 为 此 注意 约束 条 件 


r. 
z+y+z=0 
у= убо) 
г, 
Ы И =z(z) 
因此 ， 
u = z у(х) + z(2) = иб) 


d 
Torta туйе 


жаг 
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{rdx + ydy + zdz = 0 
dr 十 йу + д2 = 0 
得 


dy 2-1 
x у=" 
故 
£ yz + 21° 
аи ду , dz _ 
da "бат tda +9 er 
显然 ， 
аш 
| &29 
故 M 为 极 小 点 。 又 
аи 
аг аэ 
м. 为 极 大 点 。 
[分 析 ] 
L 内 容 选择 


《一 类 条 件 极 值 问题 的 处 理 ? 这 简 数 学 应 用 论文 ,是 作者 由 一 
道 数 学 竞赛 题 的 质疑 和 探讨 ,给 出 了 完美 的 解答 ,不 仅 缓解 了 全 国 
数学 委员 会 向 各 省 市 数学 竞赛 委员 会 发 急电 ”的 局 面 ,而 且 由 此 
联想 ,利用 灵感 思维 ,十 分 巧妙 地 选择 了 该 论文 的 内 容 。 

论文 内 容 选择 ,安排 恰到好处 .由 问题 的 提出 一 问题 的 转化 一 
间 题 的 解决 一 问题 的 引申 ,问题 的 分 析 、 论 证 和 归纳 ,其 选择 内 容 
涉及 到 不 等 式 问题 .规划 问题 .数学 分 析 、 多 元 函数 极 值 问题 ,内 容 
选择 的 鲜明 、 典 型 、 集 中、 深刻 ,突出 了 高等 数学 与 初等 数学 相 结合 
的 指导 思想 ,体现 出 数学 各 分 支 内 容 相互 渗透 这 一 数学 新 特点 . 具 
有 一 定 的 理论 价值 和 实用 价值 。 
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2. 题目 推 项 

作者 在 选择 论文 内 容 前 后 过 程 中 ,精心 琢磨 ,锤炼 , 紧 扣 选择 
的 论文 内 容 ,确定 了 以 4 一 类 条 件 极 值 问题 的 处 理 ) 为 标题 及 分 段 
标题 ( 见 例文 ) ,揭示 出 论文 主旨 内 容 和 范围 .做 到 了 确切 ,简洁 、 醒 
目 。 借 助 灵感 选 题 ,富有 个 性 和 创造 性 。 

一 般 说 来 ,凡是 大 家 熟知 的 内 容 , 知 识 面 既 广 又 深 ,确定 论文 
题目 都 是 非常 困难 的 。 该 文 作者 能 在 这 种 情况 下 ,确定 的 论文 题 
目 , 令 人 叫好 。 如 果 改 用 其 他 题目 ,就 难以 体现 上 述 特点 的 。 

3. 创作 新 意 

作者 不 仅 选 题 新 颖 ,而 且 在 内 容 安 排 上 有 独立 的 新 见解 ,创作 
上 富有 新 意 ,主要 体现 在 : 

D 用 不 同 的 方法 对 赛 题 给 出 完美 的 解答 ; 

(2) 突出 高 等 数学 与 初等 数学 结合 的 有 效 途 径 ; 

(3) 数学 学 科 、 各 分 支 内 容 渗透 自然 .吻合 ,体现 出 渗透 是 数 
学 的 新 特点 ; 

(4) 多 元 函数 极 值 定 理 , 一 般 教材 证 明 简略 ,本 文 给 出 严格 证 
明 。 

4 写作 技法 

论文 结构 采用 通用 型 : 

标题 ”一 类 条 件 极 值 问题 的 处 理 

分 段 标题 

(一 ) 不 等 式 与 规划 

1. 问题 的 提出 

2. 问题 的 转化 

З. 问题 的 解决 

4. 问题 的 引申 

(二 ) 一 类 条 件 极 值 问 题 

富有 科学 性 、 逻 辑 严 阁 性 ,恰如其分 且 完 美的 结构 形式 ,使 沦 
文成 为 有 机 的 整体 ,使 熟悉 的 内 容 在 此 文中 显得 格外 新 鲜 。 
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文章 的 开头 .开门见山 ,自然 引 人 正 文 ,结尾 即 正文 结束 部 分 ， 
干净 利落 ,与 开头 呼应 。 

正文 以 分 析 .综合 .归纳 ,演绎 为 主要 方法 ,并 善于 运用 数学 语 
言 或 符号 加 以 逻辑 表达 .层次 清晰 .富有 数学 建 模 思想 。 作 者 语言 
富有 个 性 .生动 有 趣 ; 选 材 典型 .富有 启发 性 ,使 论文 主旨 内 容 集 
中 、 鲜 明 , 引 人 入 胜 。 

论文 在 高 .初等 数学 结合 .数学 有 关 学 科 间 渗透 的 有 效 途径 ， 
具有 一 定 的 理论 价值 和 实用 价值 ;对 教学 研究 ,科研 起 着 重要 作 
用 ;特别 是 作者 高 水 平 的 创作 技法 ,对 撰写 数学 论文 具有 指导 意 
х, 


例文 8 
系统 工程 在 长 清 县 农 牧 业 
最 优 结构 布局 中 的 应 用 


摘要 本 项 目 主要 是 寻求 一 个 全 县 规模 的 种 植 业 和 畜牧 业 的 
最 优 布局 和 结构 。 为 此 ,根据 实际 问题 分 别 在 早 、 涝 不 同 气候 条 件 
下 确立 了 四 个 大 型 线性 规划 模型 和 种 植 业 与 畜牧 业 相 结合 的 模型 
(具有 三 千 余 个 变量 和 百 余 个 约束 条 件 )。 通 过 上 机 计算 , 求 得 相应 
的 最 优 布局 和 最 优 结构 。 从 不 同 气候 因素 下 各 自 最 优 方案 中 ,利用 
对 策 论 , 选 出 了 最 优 对 策 方案 。 

对 于 价格 的 影响 ,通过 灵 教 度 分 析 得 到 了 对 方案 作 相应 调整 
的 信息 。 农 牧 结合 模型 的 计算 结果 ,提供 了 进一步 调整 种 植 业 布局 
和 高 牧 业 结构 以 提高 总 体 功能 的 途径 。 


农业 生产 过 程 是 一 个 自然 再 生产 和 经 济 再 生产 交织 在 一 起 的 
复杂 过 程 , 既 受 技术 条 件 、 经 济 因素 的 干预 ,又 受 自然 条 件 的 制约 。 
因此 ,目前 单纯 依据 资料 进行 定性 分 析 , 已 不 适应 农业 生产 的 需 
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要 ,定量 .最 优 已 成 为 组 织 .管理 农业 生产 的 追 切 要 求 .这 个 在 农业 
生产 中 想 要 解决 而 难于 解决 的 问题 , 正 是 农业 系统 工程 所 面临 的 
任务 。 

从 1982 年 开始 ,我 们 应 用 系统 工程 的 方法 对 长 清 县 的 农 牧 业 
结构 布局 进行 了 定量 分 析 与 研究 ,最 后 建立 了 最 优化 的 数学 模型 。 
根据 所 得 的 最 优 解 ,我 们 对 该 县 的 农 牧 业 结构 布局 提出 了 若干 可 
行 的 有 价值 的 意见 。 

长 清 县 是 济南 市 辖 县 , 南 依 秦山 , 北 临 黄河 ,总 面积 为 1 183 
平方 公里 ,总 耕地 面积 为 63 万 亩 ,地 形 复杂 , 易 涝 、 易 旱 , 生 产 条 件 
RÉ., 全 县 主要 土壤 类 型 是 褐 土 , 潮 土 和 棕 壤土 。 可 利用 水 资源 为 
27 963 万 立方 米 。 长 清 县 属于 暖 温带 季风 区 中 的 大 陆 性 气候 ,四 
季 变 化 明显 ,春季 干旱 多 风 , 夏 季 炎 热 多 雨 ,秋季 温和 凉爽 ,冬季 雪 
少 干 冷 。 

依据 长 清 县 种 植 业 、 畜 牧 业 自然 条 件 、 经 济 技术 因素 ,不 增加 
投入 而 索取 最 佳 经 济 效果 ,是 本 模型 所 追求 的 首要 目标 。 


-、 建 立 模型 


1. 问题 分 析 “问题 是 寻求 种 植 业 、 畜 牧 业 的 最 优 结构 。 种 植 
业 的 结构 体现 在 作物 布局 上 . 即 作 物 的 接 茬 关系 (时 间 分 布 ) 和 田 
间 布 局 (空间 分 布 ). 为 了 用 数学 模型 刻画 ,我 们 将 不 同 作物 的 接 茬 
关系 ,按照 当地 实际 情况 和 两 年 接 茬 周期 ,组 成 所 有 可 行 的 组 合 ， 
不 同 的 组 合 在 各 类 土地 上 的 分 布 面积 ,体现 了 种 植 业 的 结构 对 土 
地 分 类 ,考虑 了 不 同 的 地 形 、 土 壤 和 水 浇 条 件 等 因素 ,这 样 , 共 得 到 
83 种 不 同 的 作物 组 合 和 37 种 不 同 的 土地 . 我 们 确定 83 种 不 同 作 
物 组 合 在 37 种 土地 中 的 种 植 面积 为 待定 变量 。 共 83X 37 一 3071 
个 变量 。 每 给 定 一 组 变量 的 值 便 可 确定 一 个 种 植 业 结构 。 畜 牧 业 
的 结构 体现 在 各 畜 群 种 类 的 存 养 量 上 ,于 是 确定 各 裔 类 存 养 量 为 
变量 ,根据 不 同 的 地 形 和 当地 畜 群 种 类 确定 52 个 变量 。 

最 优 的 标准 是 在 一 定 条 件 下 种 植 业 、 畜 牧 业 的 纯 收 益 最 大 。 目 
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标 函 数 确定 为 纯 收益 .根据 当地 接 茬 两 年 一 个 周期 的 特点 ,种 植 业 
目标 函数 系数 为 各 作物 组 合 每 亩 两 年 纯 收 益 ( 亩 产值 减 去 亩 成 
本 ), 畜 牧 业 目标 函数 系数 为 各 畜 群 种 类 每 头 ( 只 ) 平 均 年 纯 收 益 
“在 农 牧 模型 中 为 两 件 纯 收 益 )。 这 样 ,目标 函数 为 一 线性 函数 。 

最 优 结 构 除 了 要 使 纯 收 益 最 大 外 ,还 要 满足 一 些 要 求 .我 们 考 
虚 了 社会 需要 、 国 家 征购 任务 口粮 ,储备 粮 .生产 粮 、 存 储 能 力 、 销 
路 ,加 工 能 力 、 生 产能 力 .生态 环境 、 农 牧 业 本 身 发 展 规律 等 方面 ， 
形成 了 100 多 个 约 东 条 件 。 这 些 条 件 缘 为 线性 函数 。 

根据 不 同 的 气象 .黄河 洪水 因 家 等 对 种 植 业 的 影响 ,我 们 对 长 
清 县 种 植 业 分 别 建立 了 平年 、 旱 年 、 涝 年 和 旱 涝 年 四 个 线性 规划 模 
型 。 

为 了 综合 考虑 种 植 业 和 畜牧 业 的 最 优 结构 ,我 们 建立 了 二 者 
相 结合 的 农 牧 模型 ,除了 它们 本 身 的 约束 条 件 外 ,还 把 二 者 在 肥 
料 、 人 饲料 、 畜 力 等 方面 的 制约 关系 作为 约束 条 件 列 入 。 

为 考虑 对 大 自然 的 斗争 策略 ,我 们 又 利用 不 同 气象 因素 下 的 
四 个 最 优 方案 ,建立 了 对 策 模型 , 求 出 最 优 策略 。 

市 场 价格 的 浮动 ,影响 农 、 牧 结构 ,但 市 场 价格 稳定 性 太 差 , 为 
避免 将 这 种 不 稳定 性 带 人 模型 ,我 们 在 建立 目标 函数 时 ,未 采用 市 
场 价格 ,而 是 用 了 国家 牌价 。 对 市 场 价格 的 影响 ,我 们 作 了 灵敏 度 
分 析 。 

2. 符号 模型 ”通过 对 实际 问题 的 分 析 , 将 以 上 建立 的 各 种 数 
值 模型 ,用 符号 模型 统一 表示 为 一 般 线 性 规划 模型 ， 

maxf = сүл, 十 car 十 … 十 


анха 十 аыл; 十 … 十 ana 


аах 十 ant, 十 … 十 аыл, = b; 


алх + амт 十 … 十 am。 一 bn 
式 中 :mn 一 3123， т=123. 


* 138, 


-、 数 据 来 源 


数据 的 正确 统计 ,是 应 用 数学 模型 成 败 的 关键 ,种 植 业 和 畜牧 
业 数 学 模型 中 的 数据 主要 分 投入 、 产 出 和 约束 等 三 大 部 分 ,种植 业 
产 出 包括 品种 和 数 其 ;投入 部 分 包括 种 子 、 农 药 、 机 械 、 电 力 、 畜 力 
和 肥料 等 ,畜牧 业 产 出 包括 农家 肥 、 肉 类 ,和 蛋 类 乳品、 皮毛 .繁殖 幼 
背 , 老 痛处 理 ,配种 和 畜 力 等 .投入 部 分 包括 精 、 粗 饲料 、 补 充 饲料 、 
幼 衣 购 置 、 基 建设 备 、 配 种 、 阁 割 . 疫 病 防 治 .燃料 和 劳力 等 ,约束 条 
件 中 的 数据 主要 是 从 社会 需要 、 提 高 产品 质量 和 改善 生态 环境 等 
方面 考虑 设立 的 .种 植 业 约 吏 主 要 包括 面积 约束 、 产 量 约束 和 作物 
间 的 比例 约束 等 , 首 牧 业 的 约束 主要 包括 畜 禽 种 类 .数量 约束 和 各 
畜 禽 饲养 比例 约束 此 外 ,围绕 建立 农 . 牧 业 数学 模型 有 关 的 数据 ， 
如 农业 分 区 不 同 土 地 级 别 面积 .各 作物 亩 产量 水 平和 农 牧 产品 价 
格 等 都 是 必 可 少 的 重要 组 成 部 分 。 

各 项 数据 主要 来 源 于 : (1) 有 关 部 门 历 年 来 的 统计 资料 ; (2) 
国家 机 关 单 位 规定 的 统一 标准 数值 ,如 商品 单价 等 ;(3) 选择 有 代 
表 性 的 年 度 和 单位 ,进行 典型 调查 ;(4) 查阅 研究 有 关 技术 档案 资 
料 ;(5) 经 过 农业 区 划 , 提 供 了 大 量 的 数据 ,为 本 模型 奠定 了 基础 ; 
(6) 农业 科技 人 员 的 实践 经 验 。 


=. 计算 结果 与 分 析 


1. 种植 业 我们 对 上 述 各 方案 在 北 在 石油 化 工科 学 研究 院 
计算 站 的 UNIVAC1100/10 计算 机 上 进行 | 了 多 次 反复 计算 , 均 得 
到 最 优 解 , 求 得 各 方案 的 变量 数据 。 经 过 分 类 统计 和 计算 ,得 到 各 
方案 全 县 和 分 区 的 纯 收入 、 粮 食 总 产量 和 名 | 种 作物 播种 面积 产量 
等 效益 、 结 构 布 局 数值 。 

由 计算 结果 可 以 看 出 : 

(1) 全 县 纯 收入 (目标 函数 ) 以 农 牧 结合 和 平年 方案 最 大 , 涝 
年 ,早年 方案 次 之 , 早 涝 年 方案 最 小 ;灾情 对 模型 有 明显 影响 。 
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《2) 在 灾 年 方案 中 ,受灾 地 区 粮食 产量 、 纯 收入 均 较 平 年 方案 
降低 ; 非 灾 区 粮食 产量 也 降低 ,但 纯 收 入 却 普 这 提高。 这 是 由 于 灾 
年 方案 粮食 产量 约束 数 基 减少 ,扩大 了 可 行 域 所 致 。 


(3) 各 方案 播种 面积 、 产 量 的 变化 ,呈现 一 定 的 规律 。 在 
早年 方案 中 , 夏 谷 、 夏 募 的 播种 面积 分 别 比 平年 方案 增长 了 


22.1% 和 232.4%. 产 量 分 别 增长 了 20. 2% 0 219. 5%, 且 增长 部 
分 全 部 在 山区 ,这 说 明 耐 嘻 作物 ,在 早年、 旱 区 有 着 明显 的 优势 . 涝 
年 方案 中 , 沿 黄 春 高 梁 播 种 面积 和 产量 分 别 增长 了 106.5% 和 
61, 1%, 耐 涝 作物 发 挥 了 优势 . 夏 玉 米 主要 分 布 在 沿 黄 , 平 原 区 ,各 
方案 的 播种 面积 基本 稳定 ,但 山区 夏 玉米 的 播种 面积 ,在 各 灾 年 方 
案 中 变化 较 大 ,早年 方案 、 早 涝 年 方案 和 涝 年 方案 分 别 占 平年 方案 
播种 面积 的 33. 5% ,50.3% Ж 66%。 从 而 可 以 看 出 , 夏 玉米 不 耐 
旱 、 效 益 系数 不 高 , 灾 年 面积 下 降 ,而 耐 旱 、 耐 渤 作 物 所 代替 ; 冬 小 
麦 在 诸 方案 中 ,面积 和 产量 变化 不 大 ,这 足以 说 明 冬 小 麦 具有 抗 首 
性 强 和 稳产 的 特点 。 

为 了 检查 各 方案 的 最 优 人 性 ,我 们 选取 了 与 各 方案 相 类 似 年 份 
的 纯 收入 进行 了 对 比 , 见 表 1。 


RI 各 方案 与 相似 年 纯 收 入 对 比 表 (单位 :万 元 ) 


тык мп») # 注 


заза | so12.19 | 581.05 相似 年 为 1980 年 


3798.45 | 4823.91 | 1025.46 相似 年 为 1979 年 
3828.01 | 4888.14 | 1060.13 相似 年 为 1975 0 
4009.15 | 4724.04 | 714.89 相似 年 为 1981 年 


从 表 1 可 以 看 出 ,各 方案 纯 收 入 都 较 相似 年 的 实际 纯 收 入 有 
所 提高 ,体现 了 新 方案 的 最 优 性 。 另 外 ,各 方案 的 粮食 总 产量 均 较 
相似 年 有 不 同 程度 的 提高 .粮食 比例 也 有 变化 , 含 脂肪 、 蛋 白质、 氨 
基 酸 量 高 的 大 豆 、 谷 子 等 数量 有 了 增长 。 大 豆 播种 面积 的 增加 .对 
培 肥 地 力 ,改善 农业 生态 环境 有 良好 作用 
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种 植 业 的 结构 和 布局 涉及 到 很 多 因素 ,由 于 受 模型 规模 的 限 
制 和 某 些 条 件 比 较 松动 (如 劳力 充 格 ) 以 及 某 些 因素 缺乏 量 比 关系 
和 数据 ,虽然 它们 对 模型 有 影响 ,但 我 们 在 建立 模型 设置 约束 条 件 
时 并 未 一 一 放 人 模型 ,而 是 在 运算 后 ,将 所 求 得 的 最 优 解 , 与 有 关 
条 件 (如 水 . 肥 、 劳 力 . 机 械 等 ) 分 别 进行 对 照 ,以 检查 模型 的 可 行 
性 。 

(1) 水 资源 供需 对 照 ”按照 长 清 县 农业 区 划 水 资源 调查 组 区 
划 报 告 提供 的 资料 ,长 清 县 水 资源 量 多 ,年 平均 为 27 963. 3 万 立 
方 米 。 目前, 工 副业 用 水 912. 1 万 立方 米 ,人 畜生 活用 水 636 万 立 
方 米 ,可 供 农业 用 水 为 26 415. 2 万 立方 米 ;而 各 方案 农 灌 用 水 为 
20484. ] 万 立方 米 ,因此 ,水 资源 是 有 保证 的 。 应 该 考虑 水 利 工程 
开发 ,扩大 水 浇 地 面积 。 

《2) 肥料 供需 对 照 ” 据 调查 统计 ,长 清 县 1981 年 化 肥 使 用 量 
( 折 纯 ) 为 氮 1 724 万 斤 . 磷 563.257. AFER HE it G Lt) 
282 万 斤 、 确 95.88 万 斤 、 钾 106. 22 万 斤 。 畜 牧 业 肥料 提供 基 ( 折 
纯 ) 为 毛 1 111. 38 FJI 695. 16 万 斤 、 钾 1 071. 19 FF. LRE 
项 合计 为 氮 3 117. 38 万 斤 、 克 1 354.24 万 斤 . 钾 1 177. 41 万 斤 。 
各 方案 (包括 10 万 雷 蔬菜 .果树 林业、 药材 等 用 肥 ) 肥 料 需要 量 
( 见 表 2), 除 平年 方案 磷肥 不 足 外 ,其 余 均 小 于 提供 量 ,说 明 可 适 
当 加 大 施肥 量 , 提 高 商 产 。 


ж 各 方案 肥料 供需 表 《单位 :万 斤 ) 


ЕТЕГІ 
д | sn7.38| 229250 
w |1354. 24 1458. 00 
# 1177.41 1161.90 


ET 
as | шю | шмш 
эве_| юзю | узю 


《3) 劳力 、 畜 力 . 机 械 供需 对 照 ”经 计算 对 比 ,劳力 、 畜 力 、 机 
械 的 提供 量 大 大 超过 各 方案 需要 量 . 于 是 可 以 考虑 :人 不 宜 过 多 发 
展 畜 力 ,可 多 发 展 奶牛 类 ;@@ 劳 力 可 以 较 多 的 转移 , 搞 其 他 经 营 ;@ 
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搞 好 现 有 农机 具 配 套 ` 维 修 ,不 宜 再 增加 大 型 农机 具 ; 中 提高 劳 、 
畜 . 机 的 利用 率 。 

以 上 诸 方案 是 在 一 定 的 气象 条 件 下 的 最 优 方案 ,由 于 气象 条 
件 难以 控制 和 准确 预测 ,给 上 述 方案 的 选取 带 来 一 定 困难 。 为 此 ， 
我 们 依照 对 策 论 的 方法 选取 出 早 涝 方案 为 最 优 对 策 ( 赢 得 矩阵 具 
有 鞍点 ) .这 一 方案 是 比较 能 担 风险 的 ,在 最 不 利 的 气象 条 件 下 ( 即 
早 , 涝 灾害 同时 发 生 ) 也 能 保证 纯 收 益 不 低 于 4 724 万 元 ,该 方案 
的 可 行 性 在 上 面 已 作 了 分 析 。 

为 便于 实施 ,我 们 还 计算 出 了 各 作物 耕 制 在 各 种 土地 上 的 分 
布 比例 。 

2. KBO ”畜牧 业 模 型 在 山东 大 学 DJ1.-1 计算 机 运算 后 ,得 
到 最 优 解 ,其 变量 数值 与 现状 结构 对 比 见 表 3。 

从 表 3 可 以 看 出 : 猪 由 41%% 下 降 到 18.4%; 羊 由 17.8% 提 高 
到 25% ;家禽 由 9% 下 降 到 4%; 家 免 由 3.6% 提 高 到 25%, 适 应 了 
精 粗 人 饲料 组 成 比例 , 饲 草 得 到 了 充分 利用 。 最 优 方案 的 纯 收 入 以 及 
肥料 、 肉 、 蛋 、 奶 、 毛 、 畜 力 等 产量 均 高 于 现状 , 见 表 4。 


яз 畜 群 结构 对 比 表 《单位 : 头 . 匹 只 ) 
жи 牛 | 马 | 驴 | 村 | a 


= -一 -十 一 二 一 一 | 
l 
现状 结构 | 15155| 757 |2913 | 379 [126381 

存 养 量 
最 优 结 构 | 20543| 1020 | 3733 | 512 |82877 025 


折合 | 现状 结构 |15155 
牛 单位 | 最 优 结构 | 20543 


ЕЯ а | [oe] n ав 


百分比 
oo (ашин z | 1 | s |ов]шва|» |+ 


注 : 牛 单位 为 禽 统计 中 的 一 种 标准 兰 单 位 ,使 于 比较 所 占 比例 。 -个 牛 单位 相当 于 
SAER- EGER ELEF, 


25216| 14047 
16575 |22581 
一 二 


62204 
89758 


100 
100 
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жа 两 种 结构 经 济 效益 对 比 表 


m 日 | 单位 | arsy | 现状 结构 | ишк [metoo 
ип | олт sorsa | 33388 | 213% 32 
ЕКТ ит 11569 3938 1631 16 
Г яж ля 4 138823 105084 33739 32 
а ат й 25352 15782 9570 61 
МЕСТЕ 20093 11669 8424 72 
af aew] w 9636 тиз 2393 эз 
[и эн 1862 1470 зэ? зт 
ГЕ жт | 9 286 205 т 
5 奶 | 5R 821 95 726 764 
ГЕЛ ке А ан 29682 > 22439 7243 32 
£ 万 斤 129 26 103 396 
产值 万 元 6316 4013 2303 57 
явл | 万 元 3075 1705 1370 во 


HAREA 可 以 看 出 :最 优 结构 与 现状 结构 相 比 ,各 种 效益 都 有 较 
大 提高 ,其 中 每 年 增加 有 机 肥 33 739 万 斤 , 相 当 于 化 肥 硫 酸 铵 9 
570 吨 ,过 磷酸 钙 8 424 mE, WALI 2 393 吨 ,可 增产 小 麦 12 760 万 
斤 。 冀 牧 业 产值 增加 2 303 万 元 ,提高 57%; 纯 收入 增加 1 370 万 
元 ,提高 80%。 

另外 ,我 们 还 利用 成 本 利润 率 方法 分 析 模 型 的 最 优 性 , 见 表 


5. 
表 5 ”两 种 结构 成 本 利润 率 对 比 表 
аЬ |, 
мон Pa мнв | 生产 费用 成 本 利润 率 
现 R 4013 1705 2308 KEG 
最 优 方案 6316 3075 3241 95% 
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从 表 5 可 以 看 出 现状 ( 指 1981 年 ?畜牧 业 成 本 利润 率 为 
74%, 最 优 方案 为 95% ,提高 了 21%%。 成 本 利润 率 的 提高 ,不 仅 是 
饲 草 .饲料 得 到 充分 利用 的 结果 ,更 重要 的 是 反映 了 畜 群 结构 的 合 
理性 。 

最 优 结构 是 在 各 种 条 件 的 约束 下 计算 出 来 的 ,所 以 整个 畜牧 
业 完 全 置 于 有 计划 按 比 例 的 发 展 之 下 。 因 而 解决 了 过 去 那 种 生产 
无 计划 ,畜产 品 供不应求 或 无 销路 ,市 场 价格 不 稳定 ,影响 繁殖 等 
问题 。 


四 、 几 个 问题 的 说 明 


1. 种 植 业 和 畜牧 业 的 联系 十 分 密切 ,畜牧 业 为 种 补 业 提供 肥 
料 和 畜 力 ,种 植 业 为 畜牧 业 提 供 粗 、 精 饲料 ,二 者 形成 了 一 个 进行 
物质 和 能 最 交换 的 生态 系统 ,研究 二 者 之 间 的 关系 ,把 二 者 结合 起 
来 作为 -个 整体 ,寻求 一 个 充分 发 挥 这 一 整体 功能 的 结构 ,将 可 能 
进一步 提高 经 济 效 益 . 鉴 于 上 述 考虑 ,我 们 在 分 别 研究 了 农业 和 畜 
牧 业 最 优 结构 之 后 ,又 建立 了 农 牧 业 结合 的 模型 ,并 对 平年 气象 条 
件 下 的 状态 进行 了 上 机 计算 ,得 到 了 最 优 解 ,其 年 纯 收入 较 原 来 分 
别 求 得 的 两 个 模型 最 优 解 的 纯 收 入 之 和 要 高 。 

这 体现 了 系统 工程 中 的 所 谓 “ 非 加 和 原则 ”, 为 我 们 进一步 寻 
求 能 充分 发 挥 农 . 林 、 牧 、 副 、 渔 五 业 更 大 的 系统 整体 功能 、 调 整 结 
构 布 局 和 深入 挖掘 生产 潜力 提供 了 有 价值 的 信息 和 途径 。 

2， 影 响 畜 牧 业 发 展 的 因素 很 多 ,如 采取 某 些 技术 性 措施 ,或 
扩大 投入 资金 和 饲料 等 .现在 的 问题 是 ,能 否 在 不 增加 或 少 增加 投 
入 的 情况 下 ,充分 利用 现 有 资源 和 技术 条 件 , 提 高 畜牧 业 的 收益 。 
很 明显 ,在 同样 条 件 下 ,不 同 的 冀 群 结构 会 产生 不 同 的 经 济 效益 和 
不 同 的 生态 环境 。 有 一 种 意见 认为 :当前 畜牧 业 的 状况 存在 着 *“ 饲 
草 有 余 , 精 料 不 足 " 的 问题 .指出 今后 解决 途径 应 多 投入 精 人 饲料 .这 
种 意见 ,显然 是 基于 现状 结构 而 言 , 是 努力 使 精 、 粗 饲料 的 比例 适 
合 竣 牧 现状 结构 的 需要 。 现 状 结构 是 否 最 优 ? 能 不 能 选取 一 个 适 
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宜 的 结构 以 适应 自然 资源 的 现状 ? 计算 结果 表明 :这 完全 是 可 能 
的 .我们 得 到 的 最 优 结构 不 但 充分 利用 了 现 有 饲 草 资源 ,而 且 不 需 
投入 或 少 投入 精 饲 料 , 便 可 使 纯 收 益 大 幅度 提高 。 

3. 为 了 解 市 场 价格 对 种 植 业 最 优 布 局 的 影响 。 对 平年 种 植 业 
模型 进行 了 灵敏 度 分 析 , 从 分 析 结果 可 以 看 出 ,有 些 组 合 的 布局 基 
本 是 稳定 的 ,但 也 有 些 比较 敏感 .例如 一 年 一 作 的 棉花 在 沿 黄 区 潮 
土 级 无 水 浇 地 上 ,一 年 两 作 的 小 麦 一 夏 玉米 | 夏 大 豆 在 平原 区 
裤 土 级 保 浇 地 上 ,两 年 三 作 的 小 麦 一 夏 谷 一 春花 生 在 山区 宰 土 
和 级 无 水 浇 地 上 ,小 麦 一 夏 玉米 ‖ 夏 大 豆 一 春 高 梁 在 平原 区 宰 土 
工 级 保 涪 地 上 播种 亩 数 都 有 显著 下 降 的 趋势 ;一 年 一 作 的 春花 生 
在 山区 褐 土 上 级 无 水 浇 地 上 ,一 年 两 作 的 小 麦 一 夏 玉 米 Ха 
在 平原 区 褐 土工 级 保 浇 地 上 ,两 年 三 作 的 小 麦 一 夏 玉米 ‖ 复 大 豆 
一 春 高 妇 在 平原 褐 土工 级 保 涪 地 上 均 有 显著 上 升 的 趋势 。 这 些 对 
我 们 今后 根据 市 场 价 格 预 测 调整 作物 布局 以 得 到 最 大 收益 来 说 均 
有 参考 意义 。 

A 根据 平年 .早年 、 涝 年 .日 涝 年 四 个 最 优 方案 利用 对 策 论 旋 
法 求 出 了 以 旱 涝 方 案 为 最 优 对 策 , 这 从 中 得 到 一 条 启示 ,我 们 过 去 
做 计划 ,安排 作物 布局 多 以 平年 气象 条 件 为 基础 ,没有 或 者 很 少 考 
虑 在 不 利 气象 条 件 下 应 当 采 取 相 应 的 对 策 。 据 三 十 多 年 来 统计 资 
料 表明 , 旱 、 涝 年 发 生 的 频率 在 70% 以 上 ,所 以 ,一 旦 出 现 旱 涝 灾 
害 ,种 植 业 布局 就 不 适应 ,这 是 致使 种 植 业经 济 效益 不 高 的 重要 原 
因 。 利 用 四 个 方案 ,人 与 大 自然 进行 对 策 获得 的 信息 表明 ,只 要 能 
了 解 发 生 灾害 的 频率 ,把 布局 作 相应 调整 ,就 可 以 减少 盲目 性 , 增 
强 适 应 灾害 的 能 力 ,取得 较 好 的 经 济 效益 。 

中 国 科学 院 系统 科学 研究 所 ,应 用 数学 研究 所 ,农业 现代 化 研 
究 委员 会 ,北京 石油 化 工科 学 研究 院 , 山 东 省 农业 区 划 委 员 会 办 公 
室 , 山 东 省 农业 科学 研究 院 背 牧 研究 所 、 家 禽 研究 所 ,山东 省 农业 
厅 , 山 东 大 学 计算 机 科学 系 ,山东 师范 大 学 地 理 系 , 济 南 黄河 修 防 
处 ,山东 省 气象 台 , 长 清 县 农 委 、 农 业 局 .水 利 局 .农机 局 .区 划 办 公 
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室 、 气 象 局 、 计 委 和 统计 局 等 单位 为 本 项 工作 给 予 热情 指导 和 帮 
助 ,在 此 谨 致 谢意 。 
[分 析 ] 

1. 内容 选择 

《系统 工程 在 长 清 县 农 牧 业 最 优 结构 布局 中 的 应 用 ) 是 一 篇 高 
水 半 的 建立 最 优化 数学 模型 的 数学 应 用 论文 。 

课题 不 仅 有 全 县 多 因素 的 情况 ,而 且 涉及 数学 理论 知识 面 广 ， 
系统 工程 方法 、 线 性 规划 、 对 策 论 与 决策 论 等 运筹 学 (分 支 ) 的 重要 
方法 ,还 涉及 到 经 济 数学 方法 .作者 结合 实际 给 出 了 具有 三 千 个 变 
基 和 百 余 个 约 东 条 件 的 大 型 线性 规划 模型 ,最 后 求 得 相应 的 
最 优化 方案 .论文 内 容 的 选择 不 仅 指导 我 们 如 何 建立 数学 模型 ,而 
时 是 学 数学 促进 经 济 发 展 的 一 个 方向 问题 。 

2. МАНЕ 

一 般 说 来 ,而 对 全 县 种 植 业 、 冀 牧 业 ( 受 多 因素 干预) 情况 , 寻 
求 一 个 最 优 布局 和 结构 ,涉及 数学 知识 面 广 ,数学 方法 多 ,确定 论 
文 题目 是 困难 的 ,该 文 作者 推 项 的 题目 (系统 工程 在 长 清 县 农 牧 业 
最 优 布局 中 的 应 用 及 分 段 标题 (一 ,建立 模型 ”二 、 数 据 来 源 
三 ,计算 结果 与 分 析 四 、 几 个 问题 的 说 明 ), 相 对 于 实际 背景 ,该 
题目 (及 分 段 标题 ) 十 分 简洁 ,确切 、 通 俗 易 懂 , 富 有 科学 性 ,十 分 清 
楚 地 揭示 出 中 心 内 容 的 含义 、 深 度 和 范围 。 如 果 改 换 一 下 ,都 不 能 
:达到 上 述 效果 。 

3. 创作 新 意 

作者 不 仅 选 题 内 容 十 分 有 意义 ,题目 锤炼 得 好 ,更 重要 的 在 于 
作者 面 对 这 样 一 个 十 分 复杂 的 大 课题 ,建立 数学 模型 ,使 得 论文 富 
有 创造 性 、 理 论 性 、 实 用 性 。 

4. 创作 技法 

(1) 该 论文 结合 实际 ,灵活 运用 通俗 易 懂 的 语句 ,体现 出 数学 
建 异 的 一 般 步 骤 ( 见 文中 标题 .分 段 标题 ); 
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D 写作 技巧 高 ,内 容 精练 。 主 要 体现 在 : 


O 简化 具体 过 程 ; 
@ 突出 研究 成 果 ; 
Э 过 辑 严密 ,语言 通俗 易 屠 。 
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第 五 章 ”数学 专题 研究 论文 


数学 专题 研究 论文 ,是 作者 对 某 数 学 学 科 及 其 分 支 .边缘 学 科 
特定 领域 ,特定 问题 专项 课题 研究 ,对 创造 性 研究 成 果 进 行 理论 分 
析 , 论 证 的 文章 。 

数学 专题 研究 论文 的 内 容 、 观 点 .结论 在 所 研究 的 领域 内 , 具 
有 一 定 的 开拓 性 .创新 性 ,发 现 有 价值 的 新 问题 .新 方法 、 新 理论 、 
新 规律 ,具有 一 定 的 理论 高 度 和 应 用 价值 。 

这 类 论文 要 求 作者 在 掌握 坚实 宽广 的 基础 理论 和 系统 、 深 入 
的 专门 知识 的 同时 ,更 要 有 独立 从 事 科 研 的 能 力 。 


第 一 节 课题 的 选择 


选 题 是 十 分 重要 的 ,可 以 说 是 论文 成 败 的 关键 。 

这 里 所 说 的 选 题 , 既 包括 科研 课题 的 选择 ,又 包括 论文 题目 
(标题 ) 的 选择 。 

科研 课题 和 论文 题目 既 有 区 别 又 相互 联系 ,科研 课题 是 指 科 
研 所 围绕 进行 并 企图 得 到 解答 的 具体 问题 ;而 论文 题 晶 则 通常 是 
科研 课题 选择 完成 前 后 ,在 课题 的 基础 上 ,依照 整个 科研 成 果 或 其 
中 的 一 部 分 经 推荐 拟定 的 。 

一 般 说 来 , 选 定 了 科研 课题 ,就 确定 了 研究 方向 ,同时 也 就 确 
定 了 论文 的 题目 和 论文 内 容 范围 。 


一 、 选择 课题 的 原则 


一 般 来 说 ,选择 课题 没有 固定 的 模式 ,但 总 的 应 遵循 以 下 原 
м. 
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1. 创新 性 原则 

科学 研究 是 要 解决 前 人 没有 解决 或 没有 完全 解决 的 问题 ,是 
-种 创造 性 的 劳动 .科研 课题 和 论文 题目 的 创新 性 ,是 衡量 科研 成 
果 、 论 文 价值 的 重要 标准 .因此 ,科研 工作 者 从 选择 课题 .论文 题目 
开始 ,就 要 十 分 重视 创新 性 。 

创新 性 包括 以 下 几 个 方面 : 

(1) 方法 上 的 创新 

新 的 数学 方法 或 实验 方法 ,如 系统 方法 、 信 息 方法 、 控 制 方法 、 
计算 机 信息 处 理 技术 等 无 一 不 是 方法 上 的 创新 .方法 上 的 创新 , 通 
常 是 科学 新 发 现 的 先驱 ,或 是 新 兴 理 论 .技术 的 生长 点 。 例 如 :著名 
数学 家 欧 拉 巧妙 地 解决 了 * 七 桥 "问题 ,以 此 为 基础 研究 了 超出 通 
常 欧 几 里 得 几何 范围 的 问题 ,从 而 莫 定 了 “网 络 论 "的 基础 ?中 国 科 
学 院 计算 中 心 旱 在 60 年 代 , 就 运用 冯 康 教授 等 创立 的 有 限 元 法 ， 
设计 了 一 些 工程 计算 专用 程序 ,在 国家 重点 工程 建设 中 发 挥 了 重 
大 作用 。 

(2) 应 用 上 的 创新 

应 用 上 的 创新 即 把 已 有 的 原理 、 方 法 、 理 论 应 用 到 新 的 领域 、 
项 目 中 去 .例如 :把 激光 全 怠 术 应 用 于 全 息 存储 全息 照 相 ,提供 了 
许多 新 的 技术 手段 ; 泛 函 分 析 中 的 无 穷 维 von Neumann 代数 解决 
了 拓扑 学 中 三 维 空间 中 打 结 理论 中 的 一 些 难题 。 

(3) 概念 、 观 点 上 的 创新 

概念 ,观点 上 的 创新 即 提出 新 概念 .新 论点 ,给 出 新 证 明 。 

2. 创造 性 原则 

创造 性 原则 是 指 作者 在 某 个 学 科 或 专门 技术 上 有 明显 的 突 
破 , 取 得 创造 性 成 果 。 主 要 体现 在 : 

A) 发 现 有 价值 的 新 现象 .新 规律 ,建立 新 理论 ; 

(2) 设计 实验 技术 上 的 新 创造 ,新 突破 ; 

《3) 提出 具有 一 定 科学 水 平 的 新 工艺 、 新 方法 ,获得 重大 经 济 
效益 ; 
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(4) 利用 现 有 知识 、 理 论 ,解决 前 人 没有 解决 的 问题 。 

3 可行 性 原则 

课题 的 分 量 和 难 易 程度 要 恰当 ,对 所 需 图 书 资料 ,仪器 设备 、 
经 费 等 客观 条 件 , 要 有 正确 的 估计 ,要 充分 利用 和 发 挥 自己 的 有 利 
条 件 。 如 果 本 人 善于 理论 研究 ,有 关 文 献 资 料 丰富 ,选择 理论 性 课 
题 便 较 易 得 手 ; 如 果 本 人 技术 水 平 高 ,喜爱 实验 ,选择 实验 性 课题 
较 易 成 功 ;如 果 本 人 知识 面 宽 , 又 有 较 好 的 协作 条 件 ,可 选择 某 些 
跨 学 科 的 研究 项 目 。 

当然 ,一 个 人 的 选择 课题 范围 ,最 好 集中 在 某 一 学 科 或 专题 ， 
逐步 形成 自己 的 特色 或 专长 ,从 而 专门 从 事 一 个 领域 的 研究 。 


二 、 选择 课题 的 途径 


在 遵循 选 题 基本 原则 的 前 提 下 ,如 何 广 开 思路 ,灵活 运用 各 种 
方法 来 帮助 我 们 正确 选择 研究 课题 呢 ? 可 以 从 以 下 几 个 方面 加 以 
考虑 。 

1. 在 前 人 的 基础 上 选 题 

数学 的 发 展 总 是 立足 于 前 人 工作 的 基础 之 上 。 我 们 一 方面 要 
在 对 前 人 的 知识 和 研究 成 果 深刻 了 解 和 掌握 的 前 提 下 ,选择 前 沿 
性 课题 ; 另 一 方面 要 从 前 人 的 数学 思想 和 研究 中 获得 启迪 ,系统 地 
研究 已 有 成 果 , 占 有 大 量 信息 ,只 有 这 样 才 能 在 前 人 研究 的 基础 上 
再 前 进一步 ,创作 出 有 价值 的 高 水 平 论文 。 

牛顿 说 得 好 :假如 我 能 比 别 人 赚 望 得 略为 远 些 , 那 是 因为 我 
站 在 巨人 的 肩膀 上 。" 的 确 如 此 ,牛顿 之 所 以 取得 了 惊人 的 成 就 ,就 
是 站 在 了 醋 白 尼 、 伯 利 略 . 开 普 勒 这 些 巨人 的 肩膀 上 的 缘故 .所 以 ， 
要 充分 重视 人 类 长 期 积累 起 来 的 “信息 库 " 的 作用 ,到 自己 研究 的 
领域 内 探索 ,发 现 新 的 研究 课题 。 

2. 敢于 开拓 新 的 领域 

当代 数学 的 新 特点 是 数学 内 部 各 分 支 间 的 相互 渗透 、 数 学 与 
其 他 学 科 的 相互 渗透 以 及 出 现 计算 机 技术 ,使 得 科学 的 发 展 越 来 
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越 呈 现 出 综合 化 .专门 化 。 因 此 ,作者 应 注意 各 学 科 的 边缘 地 带 以 
及 新 学 科 的 生长 点 。 所 以 ,要 不 断 扩 大 自己 的 知识 面 , 敢 于 开拓 新 
的 研究 领域 。 

例如 :运用 数学 对 重要 信息 加 密 或 破 密 ,形成 了 一 门 新 的 应 用 
数学 一 一 密码 学 , 即 密码 分 析 与 信息 安全 设计 .北京 大 学 段 学 复 教 
授 的 成 果 对 于 一 类 重要 的 特殊 情况 能 提高 计算 时 效 2000 倍 。 中 科 
院 系统 研究 所 万 哲 先 院 士 等 人 相互 独立 同时 完成 对 移 位 害 存 器 序 
列 的 理论 ,他 们 的 成 果 丰 富 了 线性 及 非 线性 移 位 寄存 器 序列 的 理 
论 , 在 保密 通信 中 有 重要 的 应 用 。 

今后 , 非 线性 数学 是 重要 的 发 展 方向 ,还 有 离散 数学 (涉及 数 
论 .抽象 代数 ,数理 逻辑 .组合 论 .图 论 、 博 奕 论 、 规 划 论 ) ,概率 论 与 
数理 统计 计算 数学 以 及 数学 对 生物 学 .经济 学 、 管 理学、 控制 论 等 
渗透 和 应 用 ,都 会 有 新 的 研究 领域 。 

3. 解决 新 问题 和 原理 论 的 矛盾 

在 科学 实践 中 ,新 事实 层出不穷 ,不 断 揭露 原 有 理论 的 局 限 性 
(或 错误 性 )。 在 数学 科研 中 ,新 的 问题 与 原理 论 的 矛盾 时 有 发 生 。 
为 了 解决 这 一 矛盾 ,很 多 数学 家 ,以 新 的 问题 为 根据 ,提出 新 的 研 
究 课题 ,作出 新 的 论述 ,新 的 论证 ,得 出 新 的 结果 ,创作 出 引起 国内 
外 关注 的 数学 论文 。 

例如 :陈景润 王 元 、 潘 承 洞 等 一 批 数学 家 和 中 青年 专家 杨 乐 、 
张 广 厚 等 的 研究 成 果 饮 誉 国际 ;一 批 优秀 的 青年 博士 学 成 回国 、 填 
补 了 若干 重要 的 空白 领域 ;许多 专家 、 教 授 , 学 者 ,在 “新 问题 与 原 
理论 的 矛盾 "这 块 领域 内 ,选择 了 许 许多 多 的 研究 课题 ,诸如 什么 
“改进 "“ 推 广 ”“ 发 现 "的 数学 论文 ,引起 国内 外 的 关注 。 

除了 以 上 列举 的 几 种 途径 外 ,还 可 以 从 不 同 观点 和 学 派 的 争 
鸣 中 选 题 ,在 人 们 容易 忽视 的 地 方 深入 ,或 者 敢于 提出 新 的 研究 设 
想 。 

总 之 ,科研 选 题 的 途径 是 多 种 多 样 的 ,只 要 我 们 下 苦 功夫 , 掌 
提高 深 的 数学 理论 工具 ,开通 思路 ,提高 选 题 本 领 ,就 会 不 断 发 现 
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新 的 课题 。 
第 二 节 论文 的 写作 


选择 课题 后 ,就 进入 论文 的 写作 阶段 。 

数学 专题 研究 论文 是 高 水 平 的 论文 , 它 不 仅 要 求 作者 具有 较 
高 的 水 平和 创作 技法 ,而 且 要 求 所 创作 的 论文 具有 创新 性 和 创造 
性 。 


一 、 论 文 的 结构 及 其 特点 


1. 论文 的 结构 

由 于 数学 专题 研究 论文 所 
表达 的 内 容 往往 是 很 深邃 和 很 
复杂 的 ,为 了 更 好 地 反映 出 科 
研 成 果 , 国 内 外 不 少 学 术 刊物 
要 求 ,要 尽量 以 较 短 的 篇 幅 和 
较 少 的 项 目 来 整理 一 项 科研 成 
Ж, 

数学 专题 研究 论文 的 结构 
一 般 趋 于 相对 稳定 的 形式 , 包 
括 :标题 .署名 摘要、 关键 词 、 
引言 .理论 分 析 ( 材 料 ,方法 、 实 
验 结果 的 分 析 与 比较 )、 结 论 、 
参考 文献 .附录 。 如 图 5-1 所 
示 。 


(1) 论文 的 一 般 形式 规范 

这 类 论文 的 结构 严密 ,格式 一 般 较 为 固定 ,目前 ,国内 学 术 刊 
物 上 基本 采用 上 述 统一 格式 。 

(2) 论文 具有 创造 性 和 理论 性 

这 类 论文 不 但 具有 创造 性 ,而 且 还 突出 理论 性 。 即 论文 对 实 
验 、 观 察 . 犹 想 所 得 到 的 结果 ,能 从 一定 的 理论 高 度 进行 分 析 和 总 
结 ,对 创新 性 或 创造 性 的 问题 ,用 事实 和 理论 进行 严密 的 符合 逻辑 
的 论证 和 说 明 。 论 文 所 表达 的 发 现 或 创造 具有 实用 价值 和 理论 价 
值 。 

(3) 论文 在 理论 上 具有 创新 成 果 

这 类 论文 在 理论 上 具有 创新 研究 成 果 , 这 是 论文 最 突出 的 特 

之 一 ,也 是 论文 的 关键 所 在 。 否 则 ,就 不 能 称 之 谓 专 题 研究 论文 

T. 

例如 :只 解决 实际 问题 而 没有 理论 分 析 的 论文 ; 仅 用 计算 机 计 
算 、 绘 图 ,而 没有 实践 证 明 ,没有 理论 意义 的 论文 ;只 探索 了 实验 全 
过 程 ,而 未 得 出 结论 的 论文 ;资料 综述 性 的 论文 等 ,都 不 能 说 成 是 
数学 专题 研究 论文 。 


二 、 论 文 的 写作 要 求 


创作 一 篇 数学 专题 研究 论文 ,对 多 数 人 来 说 是 困难 的 ,即使 选 
择 了 课题 ,确定 了 论文 题目 ,还 必须 认真 撰写 。 

1. 拟定 提纲 

(1) 提纲 的 意义 

拟定 提纲 ,实际 上 相当 于 由 序 码 和 文字 组 成 一 种 逻辑 图 表 , 它 
能 帮助 作者 把 握 文章 全 篇 的 逻辑 构成 ,建立 论文 的 基本 骨架 ,把 自 
已 初步 酝酿 形成 的 思路 观点、 想法 用 文字 固定 下 来 。 写 起 来 就 会 
全 局 在 担 ,目标 明确 ,思路 开通 .会 避免 松散 零乱 。 依 据 提纲 行文 ， 
随 着 思路 的 深化 ,会 有 许多 新 的 想法 、 新 的 发 现 。 通 过 深入 分 析 研 
究 材 料 ,分 清 主 次 和 从 属 关系 ,然后 以 严密 的 科学 论证 ,有 层次 ,有 
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步骤 地 解决 问题 。 

(2) 提纲 的 要 求 

为 了 表现 论文 的 主题 思想 ,必须 合理 安排 内 容 结 构 对 如 何 安 
排 材 料 , 应 进行 粗略 的 设想 。 根 据 主题 需要 ,勾勒 出 组 成 文章 结构 
的 大 块 图 样 ,并 把 材料 分 配 到 文章 的 各 个 部 分 .提纲 的 拟 写 项 目 齐 
全 ,能 初步 构成 文章 的 轮廓 。 包 括 项 目 应 为 :题目 ;文章 的 宗旨 
的 ;中 心 论点 所 隶属 的 各 个 分 论点 ;各 个 分 论点 所 隶属 的 小 论点 ; 
各 小 论点 所 隶属 的 论据 材料 (理论 材料 .实例 材料 ); 每 个 层次 采取 
哪 种 论证 方法 ;结论 ;建议 ,这 样 ,由 赂 到 详 ,经 过 反复 思考 ,逐步 修 
改 完成 。 

(3) 拟定 提纲 的 方法 

拟 写 提纲 一 般 有 标题 式 和 提要 式 两 种 方法 。 

标题 式 提纲 是 以 简要 的 语词 构成 的 标题 形式 。 它 把 该 部 分 的 
内 容 概括 出 来 ,引出 每 一 部 分 或 每 一 段 中 所 要 讨论 的 主要 内 容 。 

这 种 写法 简洁 ,扼要 ,便于 记忆 ,是 最 为 普遍 的 一 种 写法 。 

提要 式 提纲 是 把 标题 式 提纲 中 每 一 内 容 的 要 点 展开 ,对 论文 
全 部 内 容 作 粗 线条 的 描述 。 提 纲 中 的 每 一 个 句子 都 是 正文 里 每 一 
段落 的 基础 .这 种 提纲 概括 地 写 出 各 个 层次 的 基本 内 容 , 其 写法 具 
体 、 明 确 , 实 际 上 已 形成 文章 的 锥 形 。 

提纲 的 写法 应 根据 自己 写作 习惯 来 拟定 ,其 目的 在 于 启发 写 
作 的 主动 性 和 创造 性 ,写作 时 既 要 潭 循 提纲 ,又 不 要 过 分 受 提纲 的 
来 缚 ,要 边 写 边 思考 ,不 断 开 拓 思 路 ,才能 写 出 高 水 平 的 论文 来 。 

2. 草稿 

写 草稿 是 论文 形成 过 程 中 较为 艰苦 的 工作 阶段 , 它 既 是 对 论 
文 从 内 容 到 形式 精 肉 细 琢 的 过 程 ,又 是 作者 对 问题 研究 不 断 深化 
的 过 程 。 

写 草 稿 的 目的 是 要 把 作者 所 有 想 写 的 内 容 全 部 罗列 出 来 ,对 
全 部 实验 数据 和 资料 进行 详细 的 分 析 、 归 类 。 

草稿 的 写法 一 般 采 用 以 下 几 种 写作 法 。 
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(1) 严格 顺序 法 

严格 顺序 法 , 即 作者 按照 自己 选 题 的 内 容 结构 ,根据 一 定 的 顺 
序 , 详 细 并 述 自己 的 观点 。 

(2) 一 气 呵 成 法 

作者 对 所 写 的 内 容 结构 、 形 式 均 已 深思 部 虑 ,胸有成竹 ,此 时 ， 
可 以 根据 自己 的 思维 ,一 气 呵 成 。 

这 种 写法 形成 初稿 ,一 般 主 线 清晰 ,论点 鲜明 ,层次 清楚 。 

(3) 分 段 写法 

作者 对 论文 的 主要 论点 已 经 形成 ,但 对 论点 的 说 明 或 阐述 可 
分 若干 层次 进行 。 此 时 ,如 果 作 者 对 某 个 层次 已 经 考虑 成 熟 , 可 动 
笔 先 写 , 完 成 此 段 内 容 , 全 文 写 完 后 ,进行 对 照 检 查 ,使 前 后 层次 的 
论述 保持 连贯 。 

(4) 重点 写法 

作者 对 论文 的 主要 论点 及 论据 已 经 明确 ,但 还 不 能 一 气 呵 成 ， 
此 时 可 采用 重点 写作 的 办 法 。 即 先 给 出 结论 , 哥 写 出 主要 论据 ,或 
围绕 一 个 问题 ,展开 分 析 。 抓 住 重点 问题 写 深 写 透 。 这 种 写法 不 是 
按 文章 的 自然 顺序 写 ,而 是 根据 自己 的 构思 ,分 解 主 次 .分 别 写作 ， 
最 后 组 装 成 篇 。 

无 论 运 用 什么 方式 撰写 草稿 ,还 要 注意 以 下 几 点 要 求 。 

第 一 ,要 尽 可 能 在 草稿 中 把 自己 想到 的 全 部 内 容 写 进 去 ,使 初 
稿 内 容 尽 量 充分 .丰富 ; 

第 二 ,行文 要 合乎 文体 规范 ,论点 .论据 ,论证 所 有 项 目 俱全 ， 
纲目 分 明 , 脖 辑 清楚 。 论 文中 基 的 符号 和 单位 规范 化 ,一 律 采 用 国 
际 或 国家 统一 标准 ,文中 图 、 表 ,公式 的 书写 符合 规范 要 求 。 

з. 修改 

修改 是 对 草稿 所 写 的 内 容 不 断 加 深 认识 、 对 表达 形式 不 断 优 
化 选择 的 过 程 ,是 对 全 文 的 论点 .论据 及 论证 进行 再 次 锤炼 和 推 
项 ,使 论文 至 于 完美 的 过 程 。 

O 修改 观点 
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修改 观点 应 从 两 方面 进行 :一 是 观点 的 订正 ,检查 全 文 的 论点 
及 由 它 说 明 的 车 干 问题 是 否 带 有 片面 性 或 表述 不 够 准确 ,如 发 现 
问题 ,应 再 作 思 考 , 巴 以 增补 改换 ;二 是 观点 的 深化 ,检查 论文 有 
无 新 意 或 创造 , 若 没有 新 意 , 应 再 从 新 的 角度 提炼 观点 ,形成 自己 
的 新 见解 。 
(2) 修改 材料 
修改 材料 应 从 两 方面 进行 ;一 是 改换 材料 在 全 文中 的 位 置 ,使 
各 部 分 材料 更 应 准确 、 更 有 说 服 力 , 增 强 论证 的 逻辑 效果 ;二 是 改 
换 新 的 材料 ,去掉 不 典型 .不 新 颖 、 说 服 力 不 强 的 材料 ,使 论文 内 容 
精练 ,中 心 突 出 。 
(3) 修改 结构 
-是 检查 论文 整体 大 局 和 内 容 的 表现 效果 ,论点 .论据 ,论证 
三 要 素 是 否 全 部 具备 和 得 当 ,是 否 层 次 分 明 ; 二 是 检查 结构 的 各 部 
分 安排 切 可 妥当 ,开头 、 结 尾 ,段落 .层次 . 主 次 结构 的 各 个 环节 是 
天 合适 。 若 有 问题 ,应 从 大 处 着 眼 , 抓 住 主要 矛盾 修改 ,务必 以 鲜 
明 、 准 确 , 生 动 地 表现 文章 的 内 容 为 基本 准则 。 
4. 压缩 
а) 压缩 引言 
-篇 论文 ,其 背景 研究 动态 .本 文 目的 .写作 手段 等 毕竟 不 是 
全 文 的 核心 ,所 以 引言 部 分 应 能 删 则 删 ,尽量 压缩 ,只 要 起 到 扶助 
论点 的 作用 即 可 。 
(2) 压缩 论证 过 程 
一 篇 好 的 论文 ,其 论证 应 是 简洁 有 力 , 对 原稿 中 众人 和 皆 知 的 东 
西 , 尽 量 压 缩 到 最 低 限 度 。 
(3) 压缩 图 表 
图 表 中 已 表达 清楚 的 内 容 ,一般 不 琢 作 过 多 文字 的 叙述 ,以 免 
图 表 与 文字 表述 重复 。 图 表 应 结构 合理 、 项 目 清楚 、 大 小 适度 , 否 
则 ,应 进行 修改 .压缩 .调整 。 
(4) 压缩 参考 文献 
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-篇 论文 的 最 后 应 录 人 与 论文 论点 .论据 有 关 的 文献 ,而 对 次 
要 的 .陈旧 的 参考 文献 应 尽量 压缩 - 
总 之 ,数学 专题 研究 论文 写作 过 程 中 ,强调 "草稿 "“ 修 改 ”、 
“压缩 "的 目的 是 为 了 使 论文 总 是 按 着 : 
提出 问题 一 论证 问题 一 创造 性 结果 的 思维 运行 过 程 去 撰写 ， 
使 论文 既 简 洁 又 富有 创造 性 。 


第 三 节 A x 


前 面 已 说 过 ,数学 专题 研究 论文 是 高 水 平 的 数学 论文 。 

数学 专题 研究 论文 在 某 个 研究 领域 内 ,必须 是 创造 性 地 提出 
新 问题 ,从 一 定 的 理论 高 度 分 析 、 论 证 ,解决 新 问题 ,取得 新 的 研究 
成 果 。 论 文 所 表达 的 发 现 或 发 明 ,不 仅 具 有 重要 的 实用 价值 ,而且 
具有 较 高 的 理论 价值 。 

由 于 数学 专题 研究 论文 具有 创造 性 ,国内 外 刊物 对 论文 的 结 
构 、 体 例 要 求 较为 规范 ,所 以 数学 专题 研究 论文 写作 比 一 般 的 数学 
论文 写作 更 易 集中 、 简 洁 、 完 美 。 

下 面 , 我 们 从 (数学 年 刊 )《 纯 粹 数学 与 应 用 数学 ) 中 ,选取 山 
东 省 数学 会 副 理 事 长 .国务 院 颁发 的 政府 特 贴 获得 者 、 山 东 师 范 大 
学 数学 系 系 主任 李 师 正教 授 撰 写 的 两 篇 专题 研究 论文 为 范文 ,以 
期 受到 启迪 。 


例文 9 
完备 向 量 格 中 的 凸 集 分 离 定 理 


李 师 正 
(山东 师范 大 学 数学 系 ,济南 250014) 


а 要 本 文 提出 完备 向 量 格 中 本 集 分 离 的 充 要 条 件 , 由 此 
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分 别 推出 凸 规划 Kuhn-Tucker 定理 及 广义 Farkas 定理 中 的 充 要 
条 件 。 
一 .引言 

[] 中 将 经 典 的 凸 集 分 离 定理 推广 到 完备 的 向 量 格 中 ,并 给 出 
在 凸 规划 上 的 应 用 .本 文 对 [1] 的 结果 给 予 改进 。 设 X 为 实 线性 空 
М.Х ХИТЫ. Х 上 的 实 线性 函数 的 全 体 。 用 R，、 
RIN 分 别 表示 非 负 实 数 集 、 坐 标 非 负 的 n 维 向 量 集 、 正 整数 集 。 
设 АСХ,А' iT А 的 代数 内 点 集 , 如 果 0E4', 称 4 为 吸收 集 .Y 假 
定 为 完备 向 量 格 "。 设 C 为 六 XY 中 凸 锥 ,[1] 中 主要 有 以 下 的 凸 
集 分 离 定 理 ,表现 为 线性 映射 的 存在 定理 : 

引 理 1.1" 如 果 C 适合 

D Gyr:=tgEY1(0,y)EC} 有 下 界 ; 

2) 存在 3EY, 使 Vx:={zEXI(z,?} 是 X 中 的 吸收 集 , 则 存 
在 线性 映射 A:X-*Y ,使 WY (x,y)EC, 有 

Ах) + у>0. a) 

实际 上 条 件 2) 是 一 个 较 强 的 限制 ,如 

例 1.2 X=R:,Y=R.XXxyY 是 通常 的 三 维 空间 ,X 为 水 平 
坐标 平面 , 设 C 为 第 一 卦 限 , 即 C 二 R;. 这 时 显然 适合 引 理 1. 1 的 
ЖИТ). Су 2>0. 但 条 件 2) 不 成 立 , 因 Y SEY V= {aE 
、_| 纪 ， 当 ?<0 时 ，，_ ы 
ode ч узо. Rs 不 是 吸收 集 。 然 而 结论 成 立 , 央 线性 
RH Д.Х. A r 一 zi 十 zs 显然 适合 :Y aore ECA 

Аат) + у= +а,+у70. 

本 文 试图 找 出 使 (1) 式 成 立 的 充 要 条 件 .然后 由 此 推出 凸 规划 
Kuhn-Tucker 定理 成 立 的 充 要 条 件 ,这样 就 推广 和 改进 了 已 知 结 
果 , 最 后 进一步 提出 广义 Farkas 定理 成 立 的 条 件 。 


SS 


二 、 凸 集 分 离 的 充 要 条 件 


在 中 引入 集合 
Ча = trEXi 存 在 yEY.Cry)ECh 

引 理 2.1 у 为 非 零 凸 锥 , 且 当 CADH JAO. 

证 由 于 (0.0)EC,0E€J.Y riEJvaBE[0,1],a+pB=1， 
WA yoy EY, E ary), y) EC. A C A lar tpar ay + 
Ву.) абу) HE y) ЄС. ах, +P EJ J HAR. Y kE 
R.Y rEJ, 有 yEY, 使 (7,y)EC,(khz,hy)EC,hrE J.J 为 凸 锥 
BRDECH M EVA. 事实 上 ,WY TEX,Y yEY, 可 
取 和 如 >0, 使 当 hE[0,ho] 时 ,(zx',y) 十 k(T,y)EC, 因 而 x 十 hrE 
Vr EV'#Ø. 证 毕 。 

沿用 [1] 中 记号 

Са = {yEYlCry) ЄС}. 
Ж С, @өхє .定义 映射 
р} >Y Ui- со}, р(х) = Inffylye C). 

引 理 2. 2 p HARY. 

证 明 可 由 С 的 凸 锥 性 及 C-、p 的 定义 推出 。 

以 下 是 本 文 的 一 个 主要 结果 : 

定理 2.3 设 X 为 实 线性 空间 ,7 为 完备 向 量 格 ,0 天 C 为 X 
XY 中 以 (0,0) 为 顶点 的 凸 锥 , 设 S 夫人, 则 以 下 结论 等 价 : 

D 存在 线性 映射 4:X-*Y, 使 Y (z,y)EC, 有 A(x) 十 y 宇 0; 

2) Y rEJ,C, 有 下 界 , 即 

р(х) >— оо, 
D PEIES 有 下 界 , 即 
рО) >— cc- 
证 1)=2).YzEeJ,YyEC:, 则 (z,y)EC, 因 而 
Аб) +у20. y>- Aa), 
• 159, 


C, 有 下 界 一 A(z). 
2) 一 3) 显 然 。 
3) 一 1). 由 于 p 的 定义 域 


р) =J, ZEF = рф). 
令 Xo = (РЄ R}. 
定义 Lo: Xo 一 ВЕТ) = kp). 
H >O TEJA YECA GEC h C AAW, 
XRY) EC, АЄ Л. 
УУуЄСь. W 
(Х,У) EC ECyEC， 
k'y рО) у рО) = Т0). 
由 у 的 任意 性 及 
ВО = аўсу, 
Т0) < рО). (2) 
当 k=0 时 ， 
С, = {у|‹0,у) ЄС}. 
由 PODEJ 上 为 凸 映射 ， 


‚| | = І 0 4 让 < ow +00) 
мо = 202) pO. (3) 
由 3) Р(Х) >- оо. 
如 e| ž]=- æ, 


WA y, E Czn EN, 
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使 {y.1n€Z) 无 下 界 。 但 
人 (到 >jsc， 


ш «т?з ЄС. 
因而 {2у„|п Є М} 
无 下 界 , 可 推出 


FM. 故 
由 (3)， p0) > 一 oo. 

Cs 有 下 界 , 而 (0,0)EC, 故 00) <0. У yECu 即 (0,y)EC, 由 于 
CHAR, 


Y n € №, (0,лу) € C,ny € Co 
因而 集合 {nylnE N} 有 下 界 p(0). 由 于 Y 5 Archimede %0, 
ЖЕН уго. 故 
pO) = InfC, > 0. 
但 р0) 和 0， 
№ p(0) = 0. 
即 (2) 在 人 一 0 时 成 立 。 
当 h<0 时 ,如 kXEJ. 邻 如 二 一 ,由 户 的 是 性 ， 
0 = роо) SERI + РОЗ). 

将 如 应 用 于 (2), 得 

рО) < рх) S 100) = 102), 
仍 得 (2)。 因 而 (2) 对 使 ArE./ HKA ER 成 立 , 即 在 

XN Dp) = XNT 
上 有 Тб) < р(х). 
人 


又 ZEX Пру =X NTD. 
由 [1] 中 定理 2,14 可 线性 地 延 拓 到 X Ьо Г.Х. 
XE X 一 (rz) = Lla) 


县 т Є J 一 L(z) < pla). 
Ф =-1. 
Усу) ЄС. 
则 УЄС,.у2 р(х) La) = ~ Аб), Аб) + у 2 0. 
181). 证 毕 。 


在 例 1.2 中 ,显然 J 二 R:.Y xzEJ,C,=R. ,有 下 界 p(x)=0. 
由 定理 2. 3, 存 在 4:X-~Y, 使 
Y (х,у) EC4Cr) 十 ?二 0. 


三 、 关 于 Kuhn-Tucker 定理 


现在 将 以 上 结果 应 用 于 非 可 微 凸 规划 问题 
(СР) Міп( fi) igir) 之 0,h(zr) =0,rEX)， 
HP Л. РОСХ-У к: рос Х >Z ВРВ h XW 为 
仿 射 映射 ,Y 为 完备 向 量 格 ,Z 为 半 序 线性 空间 ,X 及 W 为 线性 空 
间 。 令 
р, = DP) N 006). 
又 设 Y 和 2 中正 锥 为 Y, 和 2Z,. 以 下 假定 
Ү', + ØZ + 0,0 є Ару. 
а у> 0өуЄҮ,.:2> 06 Є Z. 
[1] 中 定理 5 推广 了 Kuhn-Tucker 定理 : 
引 理 3.1 设 
DC N DY N {zjh(z) = 0} +Ø., 
ня Xo Є D(g) ,g(x0) < Oh(ro) = 0, 
则 (CP) 有 解 的 充 要 条 件 是 存在 线性 正 映 射 4:Z->Y 和 线性 映 
射 M:W 一 了 ,使 YV rED, 有 
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Six) + А‹а(т)) + МОС) > SG), (4) 
А0) = 0. (5) 
以 下 简单 例子 说 明 Slater 型 条 件 
“me Рв) ,g(xo) < 0.80) = 0” 
不 成 立时 结论 仍 成 立 。 

例 3.2 X=Y=Z=W=D(=D(y)=D(h)=D=R,f(z) 
=Tg(T) 一 2|zl,h(z) 一 r。 这 时 ,显然 不 存在 适合 g(zo) 一 |zol 
<0 的 ro, 但 如 果 取 A:Z 一 Y ,A(z)=z;M:W>Y,M(w)==w 时， 
Mi= 为 唯一 可 行 解 及 最 优 解 。Y zEX, 有 

Дох) + Ааа) + МО) = 22 + 2|х| 20 = f) 

Alg(i)) = ЛО) = 0. 
(4),(5) 成 立 。 
易 见 (4),(5) 等 价 于 Lagrange 函数 
Фр X L* (Z,Y) X L(M,Y) =Y, 
#\т,А, н): = /(х) + АСС) + plh(r)) 
MAMARA: 
МхЄР.УАЄ L (2,Ү).М pE LM,Y), 
Ka, AM) > qi,A,M) > Hi,h,p), (6) 
这 里 7.*(Z,Y) 和 ZCM,Y) 分 别 表示 相应 的 正 线性 算 子 集 及 线性 
算 子 集 。 利 用 定理 2. 3, 可 找 出 使 (4)、(5) 成 立即 存在 鞍点 的 充 要 
条 件 。 设 三 为 (CP) 的 最 优 解 。 在 YXZXW 中 , 令 
Аз = {(y,z,w)| 存在 
т E D,y > /(х),= > й(х),лю = һ(х)} 


显然 (762),0.0) Є А. 
因 0>я(#),0 = АС). 
Ж A': =A — (702),0,0) 
= (00 = Л) ау) уеш) Є А}. 
% Р. = U КА, СҮХ2Х и. 


зек 
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以 下 设 р 为 凸 集 。 易 证 
引 理 3.3 ШҮ 307.7. ADEA , 则 尸 为 顶点 是 (0， 
0,0) 的 凸 锥 , 且 PAO. 
引进 ZXW 和 了 中 集合 
U: = iew) HE y E Y zw) ЄР). (7) 
Раша = {yl (yr) Є Р}. (8) 
由 引 理 2.1,U 为 ZXW ФА. ВТ PAO AUDE 
节 的 主要 结果 是 以 下 定理 。 
定理 3.4 设 义 ,W 为 线性 空间 ,Y 为 序 完备 向 量 格 ,Z 为 半 
序 向 量 空间 ， 
ЛЮ У&ЄХ-=Ү..Р‹д)с Х-=7 
HRA h XW 为 仿 射 映射 ， 
р = РО П De) + О. 
假定 ү. 0.2.7 @.0Є AD) 
则 以 下 结论 等 价 : 
1) (CP) 的 任意 最 优 解 过, 存在 AEL (2,Y),MEL(W,Y)， 
使 (4)、(5) 成 立 ; 
DV (zt) EU, pa 
3) 3 (ww) EU',P, 
证 D1). 919 3.3.7520). 利用 定理 2.3 中 2) 一 1) 
( 视 己 为 C), 知 存在 


AEL(Z x W,Y), 
使 У (у,г.ш) Є Р. 
有 A(z.w) 十 > 三 0. (9) 
由 于 Ух Є р, (с) RT Є А, 
СР) — С) дб) АС) Є АСР, 

因而 (7) 推 出 Y zxED, 有 

Ag(r) Rh) + fr) S РОР). (10) 
+ Аб): = A(z,0),M(w): = AOw), 
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由 于 所 为 线性 映射 , 故 Л 和 М 也 是 线性 映射 , 且 
Абе) = 4(z) + Мао). 
ADHA). 
YzEZ ADEA) Бас) Є А, 

Mi hè = ОР) — fG) = 0.00.8009) + z0) Є АСР. 
代入 (9) ,得 

Ag) 十 z) = Alg) + z,0) S OAG 
R z=0, 得 


— AG). 


A(g(i)) 2 0. 
У220,л Є М, 
则 nz 22 0. 
于 是 nA(z) = Alnz) > АСР), 
即 集合 (nA(z)|n Є N} 


有 下 界 。 由 于 Y 的 Arohimede 性 ,A(z) 宇 0, 故 A 为 正 映射 ,又 因 
gO, k 
ARG < 0. 
于 是 ARG) = 0， 
得 (5). 
D2). 设 (4)、(5) 成 立 。 
Y (ys) EPIrE DKER,,Y EY, EZ., 
使 y = АСС) — FG) + у), = ВСС) + 2 ) tw = ВАС), 
令 Абау) = Alz) + Мао), 
则 由 4 为 正 映射 ,k 宇 0 及 (4) ,得 
(zzo) + у = АФС (т) + 2 )) + МОА Сг) 
HRS) = f) Hy 
一 AC4(g(z)) 十 МОС) + SD 
= fà) + ВАС) + Ау 220. 
有 即 (9). V zw) E UN y € Paws 
有 у22— М(е,ш) >~ оо, 
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Вр 2). 
2)=>3). AIA 2.1.3.3 UAD. 又 由 定理 2. 3 中 20603) 
得 出 。 证 毕 。 


四 、Farkas 定理 的 前 提 条 件 


经 典 的 Farkas 定理 "是 : 设 ACR, BER". 如 果 由 4z 之 0 

推出 А7220, 0 
3CeR': 使 B= АС. 

Farkas 使 定理 应 用 很 广 , 且 有 许多 推广 57) ,但 都 有 某 些 附 加 条 
件 .以 下 我 们 从 凸 集 分 离 定理 对 Farkas 的 推广 形式 找 出 存在 性 的 
较 弱 的 前 提 条 件 。 

设 X,Y,Z 如 53 所 述 ， 

PELKXY) SE LOX,Z). 


当 {х|ф(х) 20} © irigar) >0} 
时 ,可 诱导 JAEL (ZY), 
使 p= А, 


Ж Farkas 定理 对 (9,%) 成 立 。 在 ZXY 中 引进 集合 
Ni 一 人 (一 %z) + ара) + yD lr Є X,Y EY E€ 7,}. 
引 理 4.1 М 为 顶点 为 (0,0) 的 凸 锥 。 


证 (0.0) Є (一 %0),YO) Є N + Ø. 

У (21.7), 02500) Є №,а,8 Є [0,1], +8 = 1,k € R*, 
有 XE XY, FHT) 2 22— ф(х,), = 1,2. 
由 于 


(аг, 十 Вг, зау, + By) >(— арб) — BACT) aglai) + Вб): 
=(— фал, + Br) plaz, + #х,)), 
可 知 (аг, + Berray, + Ву.) Є М. 
又 由 Аб + уу) SRC ф(х|),ф\т,)) 
=(— kyr) врба) 
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=(— pkr) pkr, )), 


推出 балу) Є М. 证 毕 。 
引 理 4.2 YAD ADM NAD. 
证 Vy EY .2'Є2'..#] 
(zey) = (—ф(0)+.ф0)+у)Є №. 


显然 zy E № + 0. 证 毕 。 

NN 相当 于 81 ФС. 引 人 相 当 于 J 和 C, RA: 

Q: = {~ pr) +z |r E Xz EZI 2, 

Ми = igr) + y lga) S- zy E Yr ЄХ}. EQ. 
显然 N:=(LyIjzeZ,(z,y)EN)， 
定理 4.3 设 X 为 线性 空间 ,Y 为 完备 向 量 格 ,Z 为 半 序 线性 空 
EYAD, 天 O,yYEZLCX.Y),%EZLCX,Z), 则 以 下 结论 等 价 ， 

D 存在 MEZL7(Z,7) ,使 9 一 Mi 

2) V zEQ,3 уЄҮ,{ф\х)|ф(х);>—#}>у,з 

3) #262. УЄҮ,Ш 

(ебх) 1000) >- i) >. 

证 D2). h ф=А/,У (z,y)EN, 存 在 zxEX, 使 

Ф) Ху фа) Se, 
于 是 Аа) + y> lar) + Aar) = (р Ар) (а) = 0. 
由 定理 2.4 中 1) 一 2), 知 

У=єЄӨ.{ф(х)+ у|—ф(х)<:.хЄХ,УЄҮ,} = №. 

有 下 界 。 即 有 yEY, 当 y(z) 宇 一 z В},ф\т):>у. 

2)=>3).72, EQ 

УтЄ 2,,2=— %0) +zEQ. 

3)=1). h #>0=—ф(0),#Є0. ВЖ 2Є0. 由 定理 2.3 中 
3) 一 1)( 这 时 视 Z Ж XN 为 C,Q HJN: 为 C,), 存 在 XEL(Z， 
Y), 使 V DENA 


у + Аб) 2 0. 
VrIEX,(— pa) ADEN, 
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故 фб) 一 plr) 22 Opar) > Аф(х). 
用 一 z 代 工 由 于 9, 少 的 线性 ,得 
= HA) = ф(— т) > АС х)) =— MG)), 
Фб) АСС), 
因而 Фог) = Арт) p= Ар. 
4 为 正 线 性 映射 。 事实 上 .Y 262. , 则 
(z,0) = (~ $0) + 2,60) Є М. 
因而 А) >0. 证 毕 。 
定理 4.4 在 定理 4. 3 的 条 件 下 ,如 存在 EZ' ,使 
(Фб) ipad EY 
有 下 界 , 则 Farkas 定理 对 (9p,%) 成 立 。 
证 如 果 y(x) 宇 0=>q(z) 宇 0, 由 条 件 及 定理 4.3 中 3) 一 1) 得 


出 结论 。 证 毕 。 
推论 4.5 在 定理 4.3 的 条 件 下 ,如 存在 并 使 (+)EZ', 则 
Farkas 定理 对 (yg, 办) 成 立 。 
证 Ф z= i) EZ. 
设 {х|ф(т) :>0} © (|С) > 0}. 
如 果 фб) >—. 
则 ра +2) 20, 
因而 фт + i) >0,ф\т) 2 Ф024). 
取 $=— Ф), 
则 ADIA ;2>— 2} ;> у. 
由 定理 4.4 得 出 结论 。 证 毕 。 


由 上 述 证 明 可 见 推论 4. 5 的 条 件 可 诱导 定理 4.4 的 条 件 ,[2] 
中 定理 3 的 推论 相当 于 推论 4. 5, 因 而 条 件 强 于 定理 4. 4 的 条 件 。 


ЕЛ т ЕЛ 
例 4.6 увеле ||") (5 |; 


Farkas 定理 对 (9,%) 成 立 。 此 例 适 合 定理 4. 4 的 条 件 
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т, ү, 
ИЛИШ >. 
但 不 适合 [2] 中 条 件 ( 即 推论 4.5 RAE iE pao. 
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例文 10 
Hamilton 半 群 的 结构 


李 师 正 
(山东 师范 大 学 》 


摘 要 每 个 子 半 群 是 左 ( 右 或 双 侧 ) 理 想 的 半 群 , 称 为 左 ( 右 
或 双 侧 )Hamilton 半 群 ,本 文 给 出 左 ( 右 或 双 侧 )Hamilton 半 群 的 
刘 划 ,并 将 左 ( 右 或 双 侧 )Hamilton 半 群 表示 为 有 向 森林 (或 有 向 

“169 - 


树 ), 最 后 给 出 左 ( 右 或 双 侧 YHamilton 半 群 同 构 的 充 要 条 件 。 

关键 词 Hamilton 半 群 ;Hamilton 环 

中 图 分 类 号 : 

每 个 子 群 是 正规 子 群 的 群 (Hamilton 群 ), 每 个 子 代数 是 理想 
的 代数 (Hamilton 代数 ), 每 个 子 环 是 理想 的 环 (Hamilton 环 ) 分 别 
刻 划 于 [1][2][3], 本 文 将 描述 左 ( 右 或 双 侧 )Hamilton 半 群 , 且 给 
出 它们 的 图 论 表示 及 同 构 的 充 要 条 件 。 


一 、Hamilton 半 群 的 刻画 


定义 1.1 每 个 子 半 群 都 是 左 ( 右 ) 理 想 的 半 群 , 称 为 左 ( 右 ) 
Hamilton 半 群 ,以 下 简称 左 ( 右 ) 太 半 群 ,同时 为 左 . 右 Hamilton 
半 群 的 半 群 称 为 双 侧 Hamilton 半 群 ,简称 Н 半 群 。 
定义 1.2 半 群 族 户 ={S:14E€ A} 的 (可 以 相交 ) 并 UCF)= 
YSR 二 元 运算 。 使 之 作成 半 群 且 与 每 个 S, 中 原 有 运算 一 致 ， 
则 称 (UCF),，) 为 下 的 一 个 并 半 群 。 
定理 1.3 左 有 H 半 群 是 且 仅 是 以 下 半 群 之 一 ; 
1) 指数 为 3 周期 为 1 的 循环 半 群 忠 , 即 形 如 (a) = (a sasa’), 
适合 a1 二 a' 二 …=e(a) 的 半 群 ,其 中 e(u) 表 示 (4) 中 的 宕 等 元 ; 
2) 指数 为 2 周期 为 1 的 循环 半 群 , 即 形 如 (4) 三 {6,67) ,适合 
好 = 二 … 二 e(b) 的 半 群 ,其 中 e(5b) 表 示 (b) 中 的 睾 等 元 ; 
3) 单元 察 半 群 (e) = (e); 
4) 若干 互 不 包含 (可 以 相交 ) 的 1)、2)、3) 型 半 群 的 并 半 群 : 
S = Ya) урф) Шс, a) 
其 中 指标 集 7,4,P 互 下 相交 且 不 全 为 空 ,上 述 表示 式 是 唯一 的 ， 
同时 有 以 下 乘法 表 :Y i,jE1,a,BE А,р,дЄ Р. 
aa, = 


其 中 М.1х1— (2.3.46 МО.) 


(2) 


(3) 
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其 中 N:AXI 一 {2,3}; 


epa; = а}С= ela:)); (4) 
ab. = bb, = epb, = b = (e(b.)); (5) 
ае, = буе, = е, = е (6) 


证 充分 性 1) 2) 3) 型 半 群 显然 是 左 五 的 , 设 S 为 4) 型 ,了 
为 S 的 子 半 群 ,W тЄ5.УЄТ. г.у Иа, а.а ,іЄІ;Ь,,Ы,а 
E4ien'pE 忆 ,于 是 可 分 情况 讨论 ,如 т=а,,у=а},Ш zy 一 ao 一 


ам ауа =е(а,)=а)Є (a4 )ST. 如 xz 一 ay 一 ao, 则 zy 一 
аѓа, аам? ааа? амеба) Є la) ST, 同时 可 证 
其 他 所 有 情况 


必要 性 设 5 为 左 H 半 群 ,Y +E5S,(xz') 应 为 左 理想 ,x! 二 
ar Elat) 8 20 =2",39 20, ИЕ голл" 互 不 相同 ,但 
at= KKS W С= (atya ВО i r y G 
的 单位 元 , 则 Y xz"EG, 由 左 Hamilton #Ё,л"=д"л'Є (2') = {л'}, 
Се (a) В, ел1, (г) = (уда) дат 
AFET, О 1, Р =ar” пЗ, 5 中 每 个 循 
ЖЕЕ 1 HA3 1) 2) 3) 型 半 群 之 一 。 显然 S 关于 
循环 子 半 群 适合 极 大 条 件 , 故 5S 应 是 极 大 循环 子 半 群 之 并 。 而 极 
大 循环 子 半 群 互 不 包含 , 故 生成 元 唯一 。 取 了 ,A,P 分 别 为 S 的 1) 
2) 3) 型 极 大 循环 子 半 群 的 指标 集 ,因而 S 唯一 地 表 为 (1) 形 。 

下 面 验证 (2) 一 (6),Y #.ЈЄ/,а.ВЄА,р.4ЄР, 

《a,) 应 为 左 理想 , 故 aia,€ la), Н аа, а,. АЙ aa =a? 
(аа) =а}ау=а,(аа,) =аа,=а,, {В (а?а)а!Є (а?) = {а?}, ЕҢ а! 
= (аа) = ((адада®3а,=а!а,=а,,а, Ж.Ж Ж. {аа,=а! 或 
а). ааа PRES k H МО, j) I2). 类 似 可 证 ba’ 二 
а? а aG baiwa Ф ЛЕ КЁ H Nai) WEO ea; € 
ба) fE Cepa, Je, E lep) = tep} , BI Cepa: )? = (Cepa: )e,)a, = еза, 3 Ж 
等 元 , 即 eya,=Q ,得 (4). 同 法 可 证 (5)(6) 。 证 毕 。 
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附注 1.4 上 定理 中 , 若 将 * 左 " 改 为 " 右 ”",(2) 一 (6) 适 当 调换 
因子 顺序 ,使 得 右 H 半 群 的 刻画 ,由 此 又 可 得 

定理 1.5 H 半 群 是 且 仅 是 以 下 半 群 之 一 : 

1) 2) 3) 型 半 群 ( 见 定理 1. 3); 

4) 若干 互 不 包含 (可 以 相交 ) 的 1》2)? 型 半 群 的 下 述 并 半 群 

SU 人 у. (7) 

其 中 指标 集 1 门 4== 信 .5S 有 唯一 的 筹 等 元 ce=e(a,)=e(b)iE1,a 
EAS 的 表达 式 (7) 唯 一 。 间 时 有 以 下 乘法 表 :Y i,jE1,a,BE А, 


аа, = ай” = айе”, (8) 
其 中 和 ;1X1-*{2,3},M(i.D)=2; 
Ба, = аф, = bdb = е. (9) 


证 充分 性 1) 2) 3) 型 半 群 显然 是 HH 半 群 。4) 型 半 群 满足 
定理 1.3 和 附注 1.4 的 条 件 。 即 为 H 半 群 。 

必要 性 ” 设 S 为 H 半 群 ,自然 为 左 太 的 ,由 定理 1.3,5 应 为 
1) 2) 3) 4) 型 半 群 之 一 ,S 中 宕 等 元 唯一 , 因 若 ee; Ж Ж.Ш 
ае Є (е1) = (е) еее, В елеге ее. 当 5 非 3) 型 时 ， 
ІЈАФ0.Р= 0). (8) МО, 3) =2,аа, =a}, H ME 1. 4,аа, 
Є (а? .а) =е) ,а5 Фе. аа, =а=а. # Ма, )) =3.09 ааз =а) 
ае атаана MSE R Н 
定理 1. 3 和 附注 1. 4.ba, =b =е ,bpy 二 成 二 esaib, Бе. 


二 、Hamilton 半 群 的 图 论 表 示 


引 理 2.1 АНЖУ E(S) 是 右 零 子 半 群 ( 即 
适合 ху= у 的 子 半 群 )。 

证 YeveEE(S)veiesE (е) = (е). В ее: 

以 下 给 出 左 H 半 群 的 右 零 带 分 解 结构 : 

定理 2.2 设 5 为 左 H 半 群 . 则 S 可 分 解 为 互 不 相交 的 单 一 
塞 等 元 极 大 子 六 群 的 右 零 带 并 ( 见 [4]P. 25 一 P. 26), 即 S= 


єй, 


«112, 


5S., 其 中 
S, = {r E€ S| FE n" = е} 
是 В а #1 #Й.5,П15,=@(е# /).,5,5,©5, 

证 eES. 和 DY х,уЄ5,,луЄ (у). ху= у”. Йй у"=е, й 
(ту)" = (ут) =езлуЄ S tk 5, AFER ШЖ тє 5,(15,з5@, 
M e=r°= /,5,=5,. 由 于 Hamilton 性 ,Sy 为 左 理想 , 故 SSS 
Sr 

定理 2.3 在 左 刀 半 群 S 中 ,Yz'y,zES, 有 yz 一 e(z)e 
WRR > PESE. 

证 车 5 为 1) 2) 3) 型 时 ,显然 。 设 5 为 4) 型 ,假定 z=ai,y 
=a;z =a M] ryz = aak =at ela), A MCG, K) 
B2 MGS MARTI х,у, AMH asata? iE 1б, ,аЄ 
Азе, pE P 的 情况 一 一 验证 ryz =el). 

定义 2.4 EEH PRS 中 引进 关系 : 

z< yer=yR rH y. a0) 
引 理 2.5 (5,2) ЖА. iE€1,a€ 4,pEP, 则 

а < хез = а.1<Ё</<3; 

< хел = ЫЛАС 2 


хатте; 
因而 极 小 元 集 为 B(S) 一 {a.iE TiboaE Ases,pEP} ,以 下 称 之 为 
基 集 , 极 大 元 集 为 宕 等 元 集 ES). 

证 只 须 证 入 的 反对 称 性 , 设 т<у,у<т,# лчу, Я z, 
zr tË r=ziy y=z:y B = 21201.51 2.3.2 Ж ,у=зтЄ lr) 
三 {7), 推 出 y=z, 由 于 5 的 元 素 总 形 如 a 
E4,pPEP. 由 (2) 一 (6) 易 得 结论 ,证 毕 

下 面 给 出 Hamilton 半 群 的 图 论 表示 

定理 2.6 ЕН #5 ЖРО (10) Hasse РСЕ Ж 
图 , 记 为 G(5)) 是 (可 以 无 限 的 ) 有 向 森林 ,每 个 (可 以 无 限 的 ) 有 向 
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树 层 数 和 过 2, 代表 一 个 单一 者 等 元 的 极 大 子 半 群 5,,eE E(S), 叶 为 
基 元 , 根 为 老 等 元 ,反之 , 任 给 层 数 入 2 的 有 向 森林 都 是 某 个 左 H 
半 群 的 Hassse 图 。 
证 由 引 理 2.5,G(S) 中 每 条 弧 (xz 一 y) 只 有 以 下 三 种 类 型 : 
а?а?) (aia), (Oo)rE1aE4, 弧 两 端的 点 显然 属于 同 
Se 因而 不 同 的 5, 之 间 既 无 公共 顶点 也 不 连通 , 且 所 有 极 大 通 
Ei aaia, bibi ELEA ERN S, PARS e 
A B e 为 根 , 而 由 引 理 2.5, 根 e 到 5S, 中 每 个 顶点 的 通 
道 叭 “因而 每 个 5. 表 为 一 个 有 向 树 , 最 长 通道 长 ( 即 树 层 数 ) 祥 
2， 基 元 是 极 小 元 : 故 为 叶 。 
反之 , 设 C 为 任意 层 数 入 2 的 非 平凡 有 向 森林 ,顶点 集 为 S， 
取 G 的 层 数 为 2,1,0 的 叶 集 分 别 为 laiET),tblaE4},ferlpE 
Р) ,а, 到 根 的 通道 的 3 个 点 记 为 wva ,到 根 的 通道 的 2 个 点 
WEH barbi. Жа 和 a,(i 关 让 到 根 的 通道 有 两 个 公共 点 , 则 规定 a? 
中 ,车 有 一 个 公共 点 , 则 规定 а}=а}, а, M b, 到 根 的 通 
道 有 一 个 公共 点 , 则 规定 а) =b. 别 外 规定 Y IE aE А,а}=а}= 
леер е5 中 例如 可 规定 乘法 为 : 任 取 叶 z,y， 
xz。 yy 一 y 的 根 , 当 zx 天 > 时 ,乘法 是 良 定义 的 , 即 若 
如 一 太史 一 多, 网 砂 ， 史 一 长。 这 可 就 各 种 情况 一 -验证 , 同 
时 ,乘法 是 结合 的 , 且 与 每 个 叶 的 方 军 运 算 一 致 , 即 S 表 为 1) 2) 
3) 型 半 群 的 互 不 包含 的 并 半 群 ,每 极 大 循环 子 半 群 (z)(z 为 叶 ) 代 


=a} sa? 


表 -- 条 极 大 通道 , 易 见 (2)~- ORRE MG, = [37 


2,1=). 

(4,1) =3,В1(5, OWAE Н ЗВ, 9 0,05.) Hasse 图 即 已 给 
的 有 向 森林 С. 证 毕 

附注 2.7 在 定理 2.6 中 , 左 " 改 为 “ 右 ”,(10) 中 * 右 " 改 为 
“ 左 ” 仍 成 立 。 

定理 2.8 任意 娓 半 群 S {ЕЛЕ (ДОН 半 群 的 Hasse 图 GG 
《S) 是 一 个 (可 以 无 限 的 ) 有 向 树 , 根 为 唯一 的 等 等 元 e, 叶 集 为 基 
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B(5), 层 数 三 2, 反 之 ,任意 层 数 三 2 的 有 向 树 G 都 是 一 个 H ER 
的 Hasse 图 。 

证 ”由 定理 1.5, 禾 等 元 e 了 唯一 , 当 |S|=1, 则 S={e}, 当 |S! 
>1,1U A 名 ,这 时 ,S FAE H PRN Hasse 图 GC(S) 只 有 一 个 
BAS 的 有 向 树 ,反之 , 设 G 是 一 个 层 数 三 2 的 有 向 树 , 类 似 定 
理 2.6, 可 用 叶 的 方 蹇 表示 项 点 ,大 顶点 集 S 中 例如 可 规定 乘法 如 
下 : 任 取 叶 集 中 xz,y， 

ола у= усл егу, 
则 易 证 乘法 与 顶点 表示 法 无 关 , 且 是 结合 的 ,同时 半 群 S 中 乘法 
与 叶 的 方 赛 法 则 一 致 ,并 适合 (7) 一 (9), 这 里 MG S3 Gj), 
МС, 3) =2,65, DA Н ER, I 005, <) 0 Hasse 图 G(S) 即 
是 已 给 的 有 向 树 G。 证 毕 


=, Hamilton 半 群 的 同 构 


定义 3.1 设 5 为 左 ( 右 )H 半 群 ,规定 
ЛЫГ {0,1,2,3}, (i,j) — 16а) П tap) li 
Ar: X A — {0,1,2}, Gra) = |b.) N |: 
АА X A — {0,1,2}, (а, 8) — |0.) N (ba) l; 

两 个 不 同 构 的 在 左 H 半 群 可 以 有 同 构 的 Hasse 图 ,但 可 以 适 
当 增 加 条 件 保证 左 半 群 同 构 。 

定理 3.2 左 如 半 群 S 和 SS' 同 构 当 且 仅 当 有 等 势 的 指标 集 
7,4,P, 且 在 指标 集 的 某 一 一 对 应 下 ,S 和 S' 有 相同 的 广义 矩阵 
M,N, AA ARE ХЗ 和 3.1). 

证 只 须 证明 充 分 性 ,两 组 指标 集 都 用 了 ,A,P 表示 , 设 o 为 
指标 集 的 上 述 一 一 映射 诱导 的 BOR B(S') 的 一 一 映射 。S 的 每 
个 元 素 至 少 有 一 种 方式 表 为 af,i€E1,k==1,2,3;b',a€ A, =1,2; 
erpEP.S 5—5" ata"! bibie e, Қ а, =о(а) Ы. 
三 o(b.),e', 二 ole,) ,可 就 各 种 情况 一 一 验证 p 为 良 定义 的 , 且 为 同 
态 , 此 外 .9p 显然 是 满 射 ,可 就 不 同情 况 验证 р 为 单 射 , 即 有 半 群 同 
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- 证 毕 

附注 3.3 在 上 定理 中 * 左 ? 改 为 “ 右 " 仍 成 立 。 

Кы. КЕ ЖЕКИ ЕЕЕ ЕЕЕ ЕЖ Ж 
44, 且 在 指标 集 的 某 一 一 对 应 下 .S 和 S'A HA S ЖБ М 和 
А. 

证 类 似 定理 3. 2。 

定理 3.5 EDH +5 和 3S?" 具 有 图 论 意义 下 同 构 的 有 
向 森林 (Hasse 图 ) 当 且 仅 当 具 有 等 势 的 指标 集 7,4 ,已 , 且 在 指标 
集 的 某 一 一 对 应 下 ,有 相同 的 广义 矩阵 A ,A;，A,。 

证 若 $ 和 S" 有 同 构 的 有 向 森林 , 则 在 这 一 同 构 下 ,2,1,0 各 
层 的 叶 集 之 间 有 一 一 对 应 , 即 有 等 势 的 指标 集 7,4, 忆 (分 别 代表 
2.1.0 层 叶 ), 每 个 叶 到 根 的 唯一 通道 也 一 一 对 应 ,两 个 叶 到 根 的 
КЕТЕ 也 应 对 应 相等 , 即 Л,.Л,.Л, 相同 。 反之 ,车 S 和 
5 的 指标 集 的 某 对 应 下 ,有 相同 的 A sA A BRA S M S” 
的 Hasse 图 中 对 应 的 叶 到 根 的 通道 有 相同 的 长 度 ,而且 任 意 两 个 
叶 到 根 的 通道 的 公共 点 数 也 对 应 相等 ,由 此 可 以 诱导 项 点 集 的 一 

“对 应 以 及 弧 集 的 一 一 对 应 ,显然 保持 连接 关系 , 即 诱导 两 有 向 森 
林 之 间 的 图 论 同 构 。 + 

推论 3. 6 两 个 左 ( 右 )47 半 群 同 构 当 且 仅 当 有 等 势 的 指标 集 
1.4.P, 且 在 指标 集 的 某 一 一 对 应 下 ,有 相同 同 构 的 有 向 森林 
(Hasse 图 ) 及 相同 的 广义 矩阵 М.М. 

定理 3.7 HÆR SA SRA EHA hg Hasse 图 ) 当 且 
仅 当 具有 等 势 的 指标 集 1,4, 且 在 指标 集 的 某 一 一 对 应 下 ,有 相同 
的 广义 矩阵 A 。 

证 类 似 于 定理 3. 5. 证 毕 

推论 3.8 ”两 个 HH 半 群 同 构 当 且 仅 当 有 等 势 的 指标 集 了 ,A4， 
且 在 指标 集 某 一 一 对 应 下 ,有 相同 构 的 有 向 树 (Hasse 图 ) 及 相同 
LEE M 

本 文 在 写作 过 程 中 曾 得 到 刘 绍 学 教授 的 热心 指导 ,在 此 深 臻 
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ON THE STRUCTURE OF 
HAMILTONIAN SEMIGROUPS 


Li Shizheng 
(Shandong Normal University) 


Abstract. A semigroup in which all subsemigroups are left 


(right or two-sided ) ideas is called left (right or two-sided) 
Hamiltonian semigroup. In this paper, the left (right or two-sid 
ed) hamiltonian semigroups are characterized, and they arc rep- 
resented by directed graphs. Furthmore, the nes 


ssary and suffi- 
cient conditions for isomorphism of left (right or two-sided ) 
Hamiltonian semigroups are also given. 
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第 六 章 ”大 学 本 科 生 毕业 论文 


什么 是 毕业 论文 ,毕业 论文 写 什么 ,怎样 写 ? 对 数学 专业 应 届 
毕业 生来 说 ,很 多 同学 常常 感到 茫然 ,不 知 该 如 何 去 写 。 

为 解决 这 个 问题 ,本 章 将 在 前 五 章 内 容 的 基础 上 ,对 数学 专业 
大 学 本 科 生 毕业 论文 的 写作 进行 研究 讨论 。 


第 一 节 毕业 论文 写作 概述 
本 节 先 介绍 毕业 论文 及 其 写作 意义 ,毕业 论文 的 特点 ,毕业 论 
хате 
一 、 毕业 论文 及 其 写作 的 意义 


1， 毕 业 论文 
全 国 高 等 院 校 从 1977 级 开始 ,个 复 了 写作 毕业 论文 制度 ,要 


求 应届 毕 业 生 在 毕业 之 前 都 要 有 一 定时 间 进 行 专题 研究 和 写作 。 
这 种 研究 和 写作 的 成 果 就 是 毕业 论文 。 

毕业 论文 是 高 等 学 校 教学 过 程 中 的 一 项 不 可 少 且 具有 重要 意 
义 的 教学 环节 之 一 。 其 目的 在 于 : 

(1) 培养 学 生 综合 运用 所 学 基础 理论 知识 的 能 力 , 加 强 专 业 
知识 和 科学 研究 的 训练 ,提高 分 析 问 题 和 解决 实际 问题 的 能 力 ; 

(2) 在 创作 中 巩固 所 学 知识 ,拓宽 学 生 的 专业 知识 面 ; 

СЗ) 培养 学 生 严谨 的 科学 态度 和 良好 的 工作 作风 。 

高 等 院 校 数 学 专业 本 科 应 届 毕 业 生 所 写 的 毕业 论文 ,就 是 本 
书 前 五 章 持 所 讲 的 数学 论文 。 

在 撰写 毕业 论文 之 前 ,读者 应 认真 阅读 本 书 前 五 章 ,为 写作 毕 
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业 论 文 打 好 基础 。 

2. 撰写 毕业 论文 的 意义 

为 了 促进 科技 专门 人 才 的 培养 ,促进 教育 .科学 事业 的 发 展 ， 
我 国 制定 了 《中 华人 民 共和 国学 位 条 例 )《 中 华人 民 共 和 国学 位 条 
例 暂行 实施 办 法 等 文件 (毕业 论文 也 称 学 士 论文 ), 其 中 如 何 授予 
高 等 学 校 毕业 生 学 士 学 位 一 项 中 规定 :“ 高 等 学 校本 科 毕 业 生 完成 
教学 计划 的 各 项 要 求 , 经 审核 准予 毕业 ,其 课程 学 习 和 毕业 论文 的 
成 绩 表 明确 已 较 好 地 掌握 本 门 学 科 的 基础 理论 .专门 知识 和 基本 
技能 ,并 且 有 从 事 科 学 研究 工作 或 担负 专门 技术 工作 的 初步 能 力 
的 ,授予 学 士 学 位 ”。 

由 此 可 见 ,撰写 毕业 论文 是 国家 关于 人 才 开 发 的 一 项 重要 措 
施 ,是 对 青年 学 生 的 鼓励 和 凌 策 。 

从 上 述 写作 目的 、 国 家 要 求 来 看 ,撰写 毕业 论文 对 全 面 落实 教 
学 计划 、 综 合 检查 学 生 学 习 质 量 和 培养 学 生 的 研究 能 力 等 方面 都 
有 着 重要 的 意义 。 

(1) 抽 写 毕业 论文 是 全 面 落实 教学 计划 的 重要 环节 

为 了 实现 培养 目标 ,学 校 制订 了 相应 的 教学 计划 ,在 教学 计划 
中 , 除 对 开设 课程 作出 科学 而 具体 的 安排 外 ,还 安排 了 相应 的 实践 
ERE MELERI PLT ELELE EY, RENES 
毕业 论文 ,是 全 面 落实 教学 计划 的 一 个 实际 步骤 如果 缺少 这 一 环 
节 和 步 又 ,就 会 影响 教学 计划 的 全 面 落 实 ,进而 影响 培养 目标 的 实 
现 。 

《2) 撰写 毕业 论文 是 检查 学 生 学 习 质 量 的 重要 手段 

写作 毕业 论文 是 检验 学 生 学 习 质 量 的 重要 手段 , 它 可 以 考查 
出 学 生 已 掌握 知识 的 深度 和 广度 ,以 及 写作 表述 能 力 等 。 也 是 学 生 
对 自己 “学 业 "水 平 的 一 次 自我 检查 。 

(D 撰写 毕业 论文 是 培养 学 生 研究 能 力 的 有 效 途径 

大 学 的 使 命 不 仅仅 是 传授 知识 ,更 重要 的 是 培养 出 具有 创造 
能 力 的 人 才 , 培 养 学 生 运用 所 学 知识 独立 分 析 问 题 和 解决 问题 的 
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能 力 。 而 能 力 的 培养 , 除 平 时 教育 ,撰写 毕业 论文 则 是 更 为 有 效 的 
途径 .因为 撰写 毕业 论文 的 过 程 ,就 是 学 生 运用 所 学 知识 对 某 一 专 
题 分 析 、 研 究 , 发 挥 创造 能 力 的 过 程 ,能 力 提高 的 过 程 .特别 是 学 生 
在 指导 教师 的 精心 指导 和 严格 训练 下 ,可 以 了 解 研究 工作 的 门路 ， 
学 会 一 些 研究 方法 ,从 而 培养 出 一 种 研究 问题 .分 析 问 题 和 解决 问 
题 的 能 力 ,为 今后 教学 .科研 打下 良好 的 基础 。 

(4) 毕业 论文 是 发 现 并 合理 使 用 人 才 的 重要 参考 项 目 之 一 

高 水 平 的 毕业 论文 能 反映 出 作者 具有 较 强 的 科研 能 力 , 业 务 
素质 好 ,在 分 配 工作 中 是 重要 的 参考 项 目 之 一 。 

因此 ,毕业 论文 对 每 一 位 即将 告别 大 学 生活 而 跨 人 工作 岗位 
的 毕业 生来 说 ,是 必 不 可 少 而 又 十 分 重要 的 。 


=. 毕业 论文 的 特点 及 其 格式 


一 般 说 来 ,大 学 本 科 生 第 八 学 期 开始 撰写 毕业 论文 ,运用 所 学 
的 数学 各 科 有 关 知 识 ,通过 分 析 、 研 究 . 整 理 写成 数学 论文 。 因 此 ， 
毕业 论文 除了 具有 数学 论文 的 特点 外 ,还 具有 自身 的 特点 和 要 求 。 

1. AURK 

因为 学 生 是 初学 数学 论文 写作 ,为 了 达到 毕业 论文 写作 目的 ， 
通常 要 求 毕业 论文 的 篇 幅 适 当 长 一 些 。 一 般 的 ,一 篇 毕业 论文 的 字 
ц 6000—8000 个 汉字 为 宜 。 

2. 类 型 分 明 

从 往届 毕业 生 所 写 的 数学 论文 的 内 容 上 看 ,毕业 论文 的 类 型 
分 明 。 大 体 分 为 :数学 教学 研究 (主要 是 中 学 教材 教 法 ) 论 文 ;数学 
思想 方法 论文 ;数学 应 用 论文 ;数学 专题 研究 论文 。 这 与 第 一 章 讲 
的 数学 论文 的 分 类 是 一 致 的 。 

写 思想 方法 论文 ,应 用 论文 者 多 ;涉及 初等 数学 .数学 分 析 内 
容 较 多 :高 等 代数 .概率 统计 次 之 ; 复 函 、 实 函 、 泛 函 内容 及 数学 建 
模 的 较 少 。 

3. 格式 单一 
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由 于 学 生 初 学 数学 论文 写作 ,论文 的 格式 作 统 一 要 求 , 我 们 认 
为 是 必要 的 。 这 样 ,学 生 可 以 围绕 所 学 学 科 的 有 关内 容 去 选择 论文 
的 内 容 , 推 项 标题 ,提出 问题 .分 析 问 题 .解决 问题 , 按 规定 的 格式 
便于 写作 。 如 果 没有 一 定 的 格式 ,有 的 论文 会 写 的 五 花 八 门 , 达 不 
到 毕业 论文 写作 的 目的 。 

毕业 论文 的 格式 ,可 由 以 下 几 个 部 分 组 成 : 

标题 

署名 

内 容 提要 

关键 词 

引言 

正文 

结论 

致谢 

参考 文献 

其 中 "引言 "“ 致 谢 "字样 可 以 不 写 。 

4. 论点 明确 

一 往 毕 业 论 文 ,必须 有 一 个 明确 的 中 心 论点 .这 个 中 心 论点 就 
是 作者 要 在 论文 中 表明 的 观点 和 主张 , 它 是 一 箱 毕 业 论 文 的 中 枢 ， 
并 决定 着 论据 和 论证 方法 的 采用 。 

如 果 论 点 不 明确 ,论据 就 无 法 集中 ,从 而 论述 也 就 不 可 能 严密 
和 有 力 , 那 么 ,这 篇 论文 也 就 无 法 体现 出 作者 提出 问题 .分 析 问 题 、 
解决 问题 的 能 力 .所 以 ,一 篇 毕业 论文 ,在 写作 之 前 ,要 先 明确 一 个 
中 心 论点 ,然后 围绕 中 心 论点 再 考虑 几 个 从 属 论点 。 

5. 论据 充实 

在 一 篇 毕业 论文 中 ,论据 是 证 明 论 点 的 客观 事实 和 科学 的 依 
据 . 即 从 搜集 到 的 资料 和 数据 ,从 大 学 期 间 所 学 到 的 知识 .定义 、 公 
式 、 法 则 、 定 理 等 科学 原理 作为 论据 ,辩证 地 说 明 或 渗透 或 论证 其 
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6. 论证 严密 

论证 的 严密 性 是 毕业 论文 又 一 重要 特点 .就 是 说 ,一 篇 毕业 论 
文 的 论证 ,概念 要 准确 清楚 ,判断 、 立 论 、 推 理 ,论述 ,论证 要 正确 ， 
逻辑 要 严密 ,能 经 得 起 推荐 , 决 不 能 含糊 ,更 不 允许 腾 造 。 


第 二 节 ”毕业 论文 的 选 题 


这 里 所 说 的 毕业 论文 的 选 题 ,着 重 指 学 生 在 老师 的 指导 下 或 
学 生 独 立 选择 撰写 毕业 论文 的 内 容 , 即 研究 课题 或 研究 范围 ( 写 什 
么 )。 

而 毕业 论文 的 标题 (题目 ), 可 以 根据 论文 选择 的 内 容 , 反 复 推 
项 ,进而 确定 标题 。 


一 、 选 题 的 原则 


毕业 论文 的 选 题 范围 是 广泛 的 ,可 以 从 所 学 专业 知识 的 不 同 
角度 ,结合 自身 的 特点 (思维 能 力 ,研究 能 力 、 兴 趣 爱好 等 ) 进 行 选 
题 。 

毕业 论文 的 选 题 应 遵循 下 述 原则 : 

І. 选 题 要 符合 本 专业 的 培养 目标 ,满足 教学 的 基本 要 求 ,有 
利于 对 学 生 独 立 工作 能 力 的 培养 ,重视 开发 学 生 的 创造 力 ; 

2. 选 题 要 有 和 典型 性 、 完 整 性 ,尽量 结合 实际 问题 和 科学 研究 ; 

3. 选 题 应 具有 一 定 的 深度 和 广度 ,要 使 学 生 在 规定 的 时 间 
内 ,经 过 努力 有 把 握 完成 ,以 确保 足够 的 工作 量 ; 

4 选 题 应 尽量 做 到 因材施教 , 因 人 而 宜 ,确保 不 同 程度 的 学 
生 都 能 足 量 完成 任务 。 

在 上 述 选 题 原则 下 ,还 要 具体 突出 以 下 几 点 : 

(1) 选择 具有 创新 意义 的 内 容 为 选 题 

这 类 选 题 难度 大 ,要 求 作者 从 创新 的 角度 探求 新 理论 .新 观 
点 、 新 解释 ;研究 新 方法 ;对 命题 .定理 给 出 新 的 证 明 。 
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如 数学 学 报 等 一 级 刊物 以 及 大 学 学 报 上 发 表 的 有 关 文 章 的 内 
容 , 都 属于 有 创造 性 的 选 题 。 

(2) 选择 学 科 之 间 交 叉 点 为 选 题 

这 类 选 题 要 求 作者 “移植 "不 同学 科 的 理论 .研究 思想 、 数 学 方 
法 ,解决 另 一 学 科 的 某 些 问题 作为 选 题 。 

如 黎 曼 (Riemann) 积 分 与 勒 贝 格 (Lebesgue) 积 分 的 本 质 差 
别 、 用 正 行列 式 解 排列 组 合 难题 ;概率 论 借 助 于 数学 分 析 工 具 , 较 
好 地 描述 、 处 理 与 解决 了 随机 现象 的 有 关 理论 和 应 用 问题 。 反 过 
来 ,数学 分 析 中 的 有 些 问 题 ,用 数学 分 析 的 方法 很 难 解决 ,如 果 采 
用 概率 方法 , 则 容易 处 理 了 。 如 用 大 数 定 律 证 明 函 数 收敛 性 。…… 

(3) 选择 “改进 "“ 推 广 ” 的 内 容 为 选 题 

这 类 选 题 有 一 定 的 深度 ,要 求 作者 对 教科 书 中 有 关 的 概念 、 公 
式 、 法 则 、 性 质 ,定理 或 对 某 简 已 发 表 的 论文 ,进行 订正 、 改 进 、 推 广 
等 内 容 为 选 题 。 

如 (关于 RR 一 积分 的 区 间 可 列 可 加 性 ) 一 文 对 数学 分 析 中 黎 曼 
积分 的 区 间 可 加 性 加 以 推广 ,给 出 了 RR 一 积分 区 间 可 列 可 加 性 ; 
《 实 规范 阵 的 特征 值 ) 一 文 给 出 了 实 规范 阵 的 特征 值 的 Rayleigh 
商 极 性 定理 ,推广 了 Courant-Fisher 的 特征 值 的 极 性 定理 

(4) 选择 某 个 数学 专题 的 内 容 为 选 题 

这 类 选 题 的 论文 多 为 常见 .这 类 选 题 具 有 系统 、 综 合 , 带 有 “总 
结 "性 的 特点 ,要 求 作者 从 不 同 角度 ,有 创作 新 意 地 分 析 、 演 绎 、 归 
纳 出 规律 性 的 东西 。 

如 (泰勒 公式 及 其 应 用 》;《 几 个 重要 的 基本 概念 的 正 反 叙述 及 
其 应 用 );《 黎 曼 积 分 与 勒 贝 格 积分 的 本 质 差别 》;《 向 量 组 线性 相关 
性 的 几 种 证 明 方法 》;《 构 造 概率 模型 的 解 题 策略 》 等 。 

《5) 选择 数学 应 用 的 内 容 为 选 题 

这 类 选 题 是 广泛 的 。 要 求 作者 运用 所 学 知识 ,提出 可 行 的 方 
法 , 求 出 有 价值 的 解 。 特 别 是 数学 与 其 他 学 科 的 渗透 ,优化 数学 模 
型 的 建立 。 


+183. 


除 上 述 选 题 内 容 外 ,对 有 关 的 学 科 的 分 支 或 对 某 专题 的 研究 
或 对 某 著述 综合 性 评述 ;对 教材 教 法 的 研究 等 都 是 有 意义 的 选 题 。 

毕业 论文 的 选 题 与 标题 (题目 ) 的 选择 、 确 定 是 辩证 的 统一 体 。 
也 就 是 说 ,在 选 题 原则 下 ,在 选择 的 过 程 中 ,确定 了 课题 内 容 ,题目 
也 就 淮 育 在 其 中 了 ,经 过 反复 推荐 ,题目 就 确定 了 。 


二 、 选 题 的 方式 


- 般 说 来 ,毕业 论文 选 题 的 方式 有 两 种 : 一 种 是 在 老师 指导 下 

选 题 , 即 先 由 老师 拟定 选 题 而 确定 出 题目 ,然后 向 学 生 公布 ,并 由 
学 生 选 择 ; 另 一 种 是 学 生 自 由 选 题 , 即 学 生 在 学 习 数学 论文 写作 的 
基础 上 ,自己 选 题 并 确定 题目 ,然后 征求 老师 的 意见 ,加 以 完善 。 

在 选 题 过 程 中 ,应 提倡 学 生 自己 独立 探索 ,自己 选 题 。 无 论 采 
用 哪 一 种 选 题 的 方式 ,学 生 都 应 虚心 接受 老师 的 指导 。 

在 选 题 过 程 中 , 师 生 共同 拟定 了 如 下 一 些 题目 , 仅 供 读者 参 
考 。 

《 求 极限 的 若干 方法 》; 

《连续 与 一 致 连续 》; 

《关于 函数 项 级 数 与 函数 序列 的 一 致 收 仇 性 问题 》 

С асса УИ 

《 儿 个 重要 不 等 式 的 证 明 》; 

《曲线 积分 与 曲面 积分 的 计算 方法 》; 

《向 量 组 线性 相关 性 的 几 种 证 明 方法 》; 

《 带 参数 的 线性 方程 组 的 解法 ); 

《广义 逆 矩 阵 的 性 质 及 相互 关系 ); 

《 实 对 称 正 定 矩 阵 的 推广 ); 

《具有 循环 加 群 的 环 一 一 循环 环 的 性 质 及 种 类 探讨 》; 

《二 次 曲线 方程 的 分 类 与 化 简 ); 

《关于 解析 函数 的 等 价 定义 六 

《关于 解析 函数 的 唯一 性 定理 ); 
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《 复 积分 的 方法 与 技巧 》; 

《函数 Riemann 可 积 的 条 件 及 其 特性 》; 
《Hilbert 空间 所 继承 的 欧 氏 空间 的 几何 性 质 》; 
《事件 的 概率 及 其 解法 》; 

《分 布 函数 与 函数 分 布 ) 
《若干 问题 的 概率 解法 )》; 
《假设 检验 与 统计 推断 ); 
《初始 值 问题 的 数值 解法 ); 

《数学 教学 中 渗透 数学 思想 方法 的 途径 》; 
《在 解 题 教学 中 培养 学 生 的 良好 思维 品质 》; 
《形象 思维 与 数学 教学 》; 
《直觉 思维 与 数学 教学 》; 

《创造 性 思维 能 力 的 培养 途径 》; 
《数学 之 美 》; 

《数学 教学 中 审美 教育 的 途径 》; 

《数学 概念 教学 的 方法 探索 》; 
《关系 映射 反 演 原 则 》; 

《导数 在 证 明 不 等 式 中 的 应 用 》; 

《积分 在 求 数列 通 项 中 的 应 用 》; 

《 欧 拉 积 分 的 应 用 》; 
(AKARE AD 
《泰勒 公式 及 其 应 用 》; 

《多 元 函数 的 极 值 及 其 应 用 》; 
《积分 在 求 和 中 的 应 用 》; 

《微分 在 近似 计算 与 误差 估计 中 的 应 用 》; 
《年 阵 在 求 递 推 式 数列 通 项 中 的 应 用 》; 
《 欧 氏 空间 理论 在 求 极 值 中 的 应 用 》; 


《 仿 射 变换 在 解决 有 关 椭 圆 仿 射 性 质 的 问题 中 的 应 


《 残 数 定理 在 计算 实 积分 上 的 应 用 ); 


ж»; 
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《Banach 空间 中 算 子 的 不 动 点 及 其 应 用 》; 
《关于 信息 预报 问题 》; 

《回归 分 析 在 教育 测量 中 的 应 用 》; 

《随机 存储 策略 问题 ), 等 等 。 


第 三 节 毕业 论文 的 写作 


在 前 五 章 里 ,我 们 讲 了 不 同类 型 数学 论文 的 特点 、 撰 写 方法 、 
写作 要 求 及 注意 事项 及 其 相应 的 例文 分 析 , 在 此 基础 上 本 节 具 体 
介绍 毕业 论文 的 写作 。 


一 、 论文 结构 各 项 写作 要 求 


前 面 讲 了 ,毕业 论文 的 结构 
由 标题 .署名 ,内容 提要 (摘要 )、 
关键 词 .引言 ,正文 .结论 ,致谢 
及 参考 文献 等 部 分 组 成 。 
但 是 ,在 实际 写作 中 ,是 按 
图 6-1 进行 的 。 
下 面 对 标题 .开头 、 正 文 、 结 
尾 加 以 说 明 ( 与 前 述 相同 的 不 整 
ж). 
1. 标题 
标题 ,也 叫 题目 。 与 前 面 讲 
的 是 一 致 的 ,毕业 论文 的 标题 是 
由 准确 得 体 .简短 精 练 .结构 合 
理 的 词语 逻辑 组 合 而 成 。 
毕业 论文 的 标题 非常 重要 ， 
好 的 标题 能 把 论文 的 内 容 集中 、 
鲜明 、 高 度 地 概括 起 来 .使 读者 
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一 眼 就 能 看 出 论文 的 论点 ,论文 所 研究 的 范围 和 达到 的 深度 。 

如 :《 凸 函数 及 其 在 不 等 式 证 明 中 的 应 用 》; 

(T 函数 与 B 函数 及 其 应 用 》; 

《 含 参 变量 甫 积分 -BOK AHEHE): 

《由 循环 群 决定 的 环 》; ` 

《随机 问题 的 数学 模型 》 等 等 ,都 是 比较 好 的 标题 。 

常见 的 毛病 是 :标题 一 般 化 ,标题 面 大 ,标题 吹 咏 等 。 

如 《计算 行列 式 的 方法 》《 浅 谈 定 积分 的 应 用 ) 等 标题 一 般 化 ; 
《高 等 数学 在 经 济 中 的 应 用 》《 论 数学 思想 方法 ) 等 标题 面 太 大 ; 
《 浅 谈 数学 中 的 基本 思维 方法 一 一 逻辑 思维 方法 ) 等 标题 喝 脉 。 

由 此 可 见 , 毕 业 论 文 的 标题 确定 ,必须 在 学 习 各 门 数学 理论 知 
识 , 查 阅 资 料 的 过 程 中 ,借助 灵感 思维 来 获得 毕业 论文 的 选 题 ,经 
过 反复 推荐、 锤炼 而 得 .只 有 这 样 , 才 能 使 标题 确切 、 醒 目 、 新 颖 、 简 
їй. 

2. 开头 

毕业 论文 的 引言 , 即 文章 的 开头 。 

开头 在 毕业 论文 中 占有 十 分 重要 的 地 位 , 它 是 全 文 的 起 点 和 
总 网, 与 正文 息息相关 .好 的 开头 ,能 为 正文 的 展开 打下 好 的 基础 ， 
写 正文 时 会 得 心 应 手 。 

一 般 说 来 ,要 写 好 毕业 论文 的 开头 ,通常 采用 开门 见 山 的 写 
法 。 即 直截了当 谈 本 题 , 讲 清 论文 的 主要 意思 或 意义 , 扣 题 越 紧 越 
好 ,而 不 拐弯 抹 角 ， 绕 来 绕 去 , 离 题 太 远 。 

写作 时 ,要 简练 集中 。 即 在 开头 部 分 的 写作 中 ,文字 要 力求 简 
洁 精练 ,要 言 不 繁 ,而 且 意思 要 集中 ,篇 幅 要 短 , 不 可 东 扯 葫 芦 西 扯 
Ж рр Ж. ЖЫК К. АЖК ЖЕН Ж 
头 。 

一 般 的 “引言 "二 字 可 省 略 . 初 学 写作 “引言 "的 写法 常 与 “内 
容 提 要 "写成 雷同 .“ 关 键 词 "之 后 , 即 为 论文 的 开头 。 

开头 的 具体 写法 没有 固定 的 模式 ,论文 的 题目 不 同 ,内 容 不 
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同 ,开头 的 方式 也 各 不 相同 。 

开头 方式 , 常 采 用 :目的 .根据 式 开 头 、 说 明 式 开头 、 提 要 式 开 
头 , 提 问 式 开头 ;有 时 “空白 "也 是 开头 。 

如 《 含 参 变 量 瑕 积分 一致 收 敛 性 的 判定 ?的 毕业 论文 ,开头 是 
这 样 写 的 : 

含 参 变量 环 积 分 的 内 容 , 在 教材 及 参考 书 中 讲 的 很 少 ,学 起 米 
感到 困难 。 对 此 ,本 文 对 含 参 变 最 甫 积分 的 一 致 收敛 性 及 其 应 用 ， 
作 了 系统 的 论证 并 揭示 出 应 用 规律 。 

这 个 开头 写 得 符合 上 述 变 求 ,用语 不 多 ,眉目 清晰 ,很 自然 地 
会 引出 正文 。 

WT 函数 与 B 函数 及 其 应 用 》 一 文 关 键 词 之 后 "空白 " 即 为 论 
文 开头 ,一 开始 就 写 正文 的 第 一 分 段 标题 。 显 得 干净 利落 。 

如 有 一 篇 毕业 论文 的 标题 为 浅 谈 数学 基本 思维 方法 一 一 形 
УЕА а RIE Е 

-个 开头 用 了 420 个 字 ,其 离散 程度 , 令 人 费解 。 

总 之 ,根据 毕业 论文 的 内 容 . 写 明 了 “内 容 提要 ”, 在 "关键 词 ” 
之 后 ,开门 见 山 ,简明 扼要 开头 ,或 直接 写 正文 .效果 比较 好 。 高 水 
平 的 论文 的 开头 也 常 采用 此 种 方法 。 

3. 正文 

正文 是 毕业 论文 的 主要 部 分 ,要 反映 研究 的 全 部 成 果 . 如 果 说 
开头 只 是 毕业 论文 的 起 点 和 总 网 ,那么 正文 是 对 研究 对 象 的 具体 
分 析 和 论述 .论证 ,从 中 总 结 出 具有 规律 性 的 东西 。 

正文 的 结构 形式 ,主要 有 以 下 三 种 。 

а) 递 进 式 结构 

这 种 结构 形式 ,是 把 毕业 论文 的 整体 纵向 展开 为 几 个 部 分 , 按 
知识 本 身 结构 结合 认 知 规律 或 逐 辑 层次 一 步 比 一 步 深 入 论述 、 论 
证 ,直到 得 出 结论 。 

如 4T 函数 与 B 函数 及 其 应 用 ?这 篇 毕业 论文 ,就 是 采用 了 这 
种 结构 形式 。 由 预备 知识 ~T 函数 与 B 函数 的 定义 及 其 实质 -~ 
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函数 与 B 函数 的 性 质 -~T 函数 与 B 函数 的 关系 一 T 函数 与 B A 
的 应 用 。 

这 篇 论文 结构 严密 ,创造 性 地 给 出 有 关 性 质 的 证 明 , 各 部 分 按 
理 格 的 先后 关系 安排 ,逻辑 性 很 强 。 

(2) 并 列 式 结构 

这 种 结构 形式 ,是 把 毕业 论文 的 中 心 论点 分 成 几 个 从 属 论点 ， 
即 按照 内 容 的 构成 或 事物 属性 将 论文 的 整体 分 成 几 个 部 分 。 各 部 
分 之 间 不 是 先后 关系 ,没有 先后 顺序 .作者 通过 横向 联系 的 几 个 部 
分 的 分 析 论述 或 论证 ,揭示 出 毕业 论文 的 基本 观点 。 

如 《经 济 问题 中 的 数学 方法 ) 这 篇 毕业 论文 就 采用 了 这 种 结构 
形式 。 全文 共 分 五 个 部 分 : 一 、 导 数 在 经 济 学 中 的 应 用 ; 二 、 积 分 在 
经 济 学 中 的 应 用 ;三 微分 方程 在 经 济 学 中 的 应 用 ;四 、 概 率 在 产品 
检验 和 生产 决策 中 的 应 用 ;五 .统计 思想 在 经 济 学 中 的 应 用 ,文中 ， 
结合 典型 的 经 济 模型 和 实际 问题 ,分 析 高 等 数学 思想 方法 在 经 济 
学 上 的 具体 运用 ,以 阐明 高 等 数学 处 理 复杂 经 济 问题 的 优越 性 和 
重要 性 。 

G) 交叉 式 结构 

交叉 式 结构 ,是 指 递 进 式 结构 和 并 列 式 结构 交叉 使 用 。 当 然 ， 
这 种 交叉 并 非 可 以 任意 交叉 ,而 是 要 么 以 递 进 式 为 主 ,局 部 穿插 并 
列 式 ;要 么 以 并 列 式 为 主 ,局 部 穿 到 递 进 式 。 必须 在 这 个 大 前 提 下 
交叉 运用 二 者 。 由 于 毕业 论文 的 正文 包含 的 内 容 较 多 , 常 采用 交叉 
式 结构 形式 。 

正文 写作 的 基本 要 求 ,集中 到 一 点 就 是 要 在 说 理 清楚 的 前 提 
下 ,把 正文 写 活 。 

在 正文 撰写 中 ,个 握 论证 方法 ,进行 有 力 的 分 析 论证 ,是 写 好 
毕业 论文 的 关键 。 

所 谓 论证 就 是 讲 道理 ,就 是 运用 论据 (数学 知识 .材料 来 扒 
导 、 证 明 、 印 述 论点 正确 的 行为 过 程 .要 想 把 一 个 道理 讲 清楚 ,除了 
有 论点 ,论据 之 外 ,还 有 一 个 论证 过 程 . 而 要 把 论证 过 程 写 好 ,不 仅 
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要 抓 住 论据 与 论点 的 遥 辑 关系 ,而 且 要 掌握 和 灵活 地 运用 分 析 、 综 
合 ,归纳 、 演 绎 .对 比 . 类 比 .证 明 、 反 证 等 论证 方法 。 

要 写 好 正文 ,还 要 注意 毕业 论文 的 层次 .段落 .过滤 、 照 应 的 含 
层次 是 组 成 正文 的 意义 单位 ,从 整体 上 讲 , 有 的 论文 的 分 段 标 
题 可 表示 正文 的 层次 关系 :而 分 段 标题 里 所 含 内 容 , 其 层次 是 由 一 
个 或 数 个 自然 段 组 成 ,具有 相对 独立 完整 的 意义 。 

安排 层次 有 多 种 方式 :总 分 式 、 并 列 式 、 先 后 主 次 式 等 ,要 灵活 
运用 。 

段落 , 即 自 然 段 。 段 落 应 能 清晰 反映 出 正文 的 层次 ,保持 前 后 
连贯 性 。 

过 渡 , 是 正文 中 层次 与 层次 ,段落 与 段落 之 间 连 接 的 形式 ,在 
行文 中 起 承上启下 作用 。 

4. 结尾 

结尾 ,是 毕业 论文 的 结束 部 分 ,应 视 论文 的 具体 情况 合理 结 
尾 。 如 果 结 尾 收 得 好 , 则 可 以 做 到 * 意 尽 而 言 止 " 或 “ 言 有 尽 而 意 无 
9". 
РЕ СИГА Е ТЕСЕЛ 
一 样 。 一 般 来 说 ,结尾 的 具体 方式 有 : 

(1) 总 结 式 结尾 

总 结 式 结尾 即 在 毕业 论文 的 结尾 处 ,对 全 文 的 主旨 进行 简要 
的 总 结 和 概括 ,使 读者 有 一 个 完整 的 概念 ,以 加 深 印 象 ,深化 主题 。 

如 专题 研究 论文 , 若 取得 了 创新 意义 的 研究 成 果 , 有 的 论文 采 
用 总 结 式 ( 结 论 ?结尾 ,以 概括 、 准 确 的 语言 表达 出 该 项 研究 的 主要 
成 果 。 笔 者 认为 ,毕业 论文 一 般 不 采用 总 结 式 结尾 。 

(2) 展望 建议 式 结尾 

展望 建议 式 结尾 即 在 毕业 论文 结尾 处 ,展望 未 来 ,提出 建议 。 
还 有 的 干脆 以 “结尾 与 启示 ”的 方式 作为 文章 的 最 后 一 大 部 分 。 

一 般 来 说 ,高 水 平 的 数学 论文 有 的 采用 这 种 结尾 方式 .毕业 论 
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文 一 般 不 采用 展望 建议 式 结尾 。 

(3) 自然 式 结尾 

自然 式 结尾 即 在 毕业 论文 写 完 正文 内 容 后 ,不 加 任何 言 外 之 
语 , 事 终 墨 断 ,自然 收尾 。 

从 期 刊 上 发 表 的 数学 论文 看 ,不 论 是 高 水 平 的 论文 或 一 般 水 
平 的 论文 ,大 都 采用 自然 式 结尾 。 

由 此 可 见 , 毕 业 论文 采用 自然 式 结尾 比较 好 。 这 样 , 论 文 的 开 
头 与 结尾 既 对 照 呼 应 又 可 避免 “画蛇添足 ”。 

诚然 ,文章 的 开头 与 结尾 不 可 生 搬 硬 套 ,强调 一 律 。 究 竟 如 何 
结尾 ,应 看 具体 情况 ,把 尾 结 好 。 


二 、 论文 的 写作 要 求 


为 了 提高 毕业 论文 质量 ,达到 写作 毕业 论文 的 目的 ,在 毕业 论 
文 结 构 各 项 写作 要 求 的 基础 上 ,对 毕业 论文 写作 进一步 提出 要 求 
如 下 。 

L 实事 求 是 

毕业 论文 ,不 论 形式 和 内 容 , 都 不 同 于 新 闻 报 道 .文艺 小 说 或 


一 般 的 实验 报告 \ 读 书 它 得 和 工作 学 习 意 结 * 华 业 论 文 基 对 某 一 论 
题 所 涉及 全 部 资料 进行 整理 .分析 、 取 使 、 提 高 ,进而 形成 自己 的 论 
点 ,并 将 其 付 诸 于 文字 的 严肃 的 工作 过 程 。 因 此 , 它 的 写作 丝毫 不 
能 夸张 和 泻 染 ,也 不 应 牵强 附会 ,更 不 能 弄虚作假 ,而 应 一 切 从 科 
学 事实 出 发 ,实事 求 是 地 去 研究 和 论述 问题 。 只 有 这 样 ,才能 够 写 
出 有 价值 、 有 水 平 的 毕业 论文 来 。 

2. 防止 单纯 模仿 

在 毕业 论文 的 写作 过 程 中 ,借鉴 前 人 的 研究 思路 ,研究 方法 和 
写作 技法 ,甚至 重复 前 人 的 研究 工作 和 某 项 实验 都 是 可 以 的 。 

但 是 ,这 种 借鉴 或 重复 的 目的 ,应 该 是 为 了 学 习 和 探索 前 人 的 
方法 和 经 验 ,从 而 得 出 自己 的 结论 或 新 的 见解 ,而 并 不 只 是 一 种 单 
纯 的 模仿 和 机 械 的 重复 。 
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因此 ,在 毕业 论文 的 写作 中 ,应 避免 和 防止 单纯 模仿 ,而 力求 
反映 出 作者 自己 的 思想 和 见解 。 

з 编写 提纲 

确定 了 选 题 ,积累 了 资料 ,就 应 该 谋 篇 构思 ,编写 写作 提纲 ,这 
是 毕业 论文 写作 的 一 个 重要 环节 。 

毕业 论文 的 提纲 ,一 般 包 括 以 下 几 个 部 分 。 

С) 论文 标题 (包括 副标题 ); 

(2) 论文 的 写作 意图 ,包括 选 题 理由 、 中 心思 想 、 总 论点 等 ; 

DO 内 容 纲要 。 

内 容 纲要 是 提纲 的 主要 内 容 , 也 是 论文 结构 的 框架 .包括 从 哪 
些 方面 ,以 什么 顺序 论述 总 论点 或 基本 观点 。 一 般 毕业 论文 的 框 
架 , 是 由 若干 大 慰 题 ,若干 小 标题 有 机 组 合 而 成 的 。 大 标题 用 论点 
句 标 出 ,小 标题 用 观点 句 标 出 。 

论文 担纲 的 形式 不 一 , 常 采用 标题 式 提纲 和 提要 式 提纲 。 

D 标题 式 提纲 

标题 式 提纲 即 以 简要 的 语词 构成 的 标题 形式 。 它 把 该 部 分 的 
内 容 概括 出 来 ,引出 每 一 部 分 或 每 一 段 中 所 要 讨论 的 主要 内 容 ,这 

© 提要 式 提纲 

提要 式 提纲 是 把 标题 式 提 纲 中 每 一 内 容 的 要 点 展开 ,对 论文 
全 部 内 容 作 粗 线条 的 描述 。 提 网 中 的 每 一 句子 都 是 正文 里 每 一 段 
落 的 基础 。 这 种 提纲 概括 地 写 出 和 名 个 层次 的 基本 内 容 ,其 写法 具 
体 ,明确 ,实际 上 是 文章 的 雏形 或 缩写 。 

总 之 ,编写 提纲 的 意义 在 于 启发 写作 的 主动 性 和 创作 新 意 , 写 
作 时 , 既 要 遵循 提纲 ,又 不 要 过 分 受 提纲 的 束缚 ,要 边 写 边 思考 ,不 
断 开拓 出 新 的 思路 。 

标题 式 提纲 一 般 如 下 表示 : 
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框图 各 部 分 之 间 存 在 着 明显 的 先后 次 序 , 相 互联 系 着 ,是 逻辑 
严密 的 辩证 统一 体 。 

一 般 来 说 ,内 容 纲要 里 的 每 一 个 大 标题 及 小 标题 ,都 隐 含 着 对 
所 学 或 所 感 的 问题 ,提出 问题 .分 析 问题 .解决 问题 。 即 作 设想 、 推 
导 (演绎 )、 对 结果 说 明 , 归 纳 出 结论 。 

例如 ,针对 概率 习题 难 做 , 解 题 方法 又 不 易 掌握 的 实际 情况 ， 
在 占有 资料 的 基础 上 ,进行 构思 ,能 否 写 一 篇 论文 ,揭示 求解 概率 
的 方法 规律 呢 ? 经 过 反复 思考 ,由 古典 概 型 计算 概率 的 方法 ,受到 
启发 ,于 是 以 (构造 概率 模型 的 解 题 策略 ) 为 题目 ,揭示 计算 概率 的 


技巧 方法 。 
编写 提纲 如 下 : 
解法 关键 
一 和 可 能 性 事件 质量 PA 
ETETE ММ 
ЭЖЕ 解法 关键 
模型 的 解 sereynenm | 
aea найк 
DELET ET iji 
жахи 
sanean ann 


结论 :对 具体 问题 ,要 善于 分 析 归纳, 分清 属于 哪 一 种 概率 模 
型 、 归 类 型 ,问题 就 容易 求解 了 。 
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根据 不 同 的 课题 内 容 , 提 纲 的 整体 结构 要 合理 ,大 标题 ` 小 标 
题 观点 鲜明 ,见解 独到 ;材料 的 安排 要 详细 得 当 , 论 证 充分 、 严 谨 。 
4. 起 草 ,修改 .定稿 
毕业 论文 提纲 确定 之 后 , 紧 接 着 就 是 毕业 论文 的 起 草 、 修 改 和 
定稿 ,对 研究 成 果 进 行 具体 描述 ,最 终 完 成 毕业 论文 。 
D аж 
起 草 , 即 撰写 毕业 论文 的 初稿 。 
起 草 是 论文 形成 全 过 程 中 最 艰苦 的 写作 阶段 , 它 既 是 对 论文 
从 内 容 到 形式 精 崔 细 琢 的 过 程 , 又 是 作者 对 问题 分 析 不 断 深 化 的 
过 程 。 
起 草 的 写法 ,一 般 是 采用 一 气 呵 成 法 或 分 段 写 法 或 重点 写法 。 
一 气 呵 成 法 就 是 作者 按照 提纲 要 求 ,“ 一 口气 "完成 草稿 的 写 
作 , 这 种 写法 形成 的 初稿 ,主线 清晰 ,论点 鲜明 、 层 次 清楚 。 但 语言 
修辞 往往 不 够 准确 ,文章 写作 技法 粗糙 ,不 简洁 。 
分 段 写 法 就 是 作者 对 论文 的 某 个 层次 的 内 容 已 经 胸中 有 数 ， 
可 先 写 , 其 余 层次 考虑 成 熟 后 再 写 。 即 采取 分 段 写 作法 形成 初稿 。 
全 文 写成 后 ,再 进行 前 后 对 照 检查 ,使 前 后 文风 保持 一 致 
重点 写法 即 先 给 出 结论 ,再 写 出 主要 论据 或 围绕 一 个 问题 , 展 
开 分 析 , 抓 住 重点 问题 写 深 写 透 。 然 后 再 对 各 个 细节 逐一 补充 ,使 
全 文 逐 步 完善 。 
起 草 过 程 中 ,要 注意 以 下 几 点 : 
@ 尽力 在 草稿 上 把 自己 的 想法 全 部 写 出 来 ,使 初稿 内 容 丰 
KARAR”; 
© 行文 尽力 合乎 文体 规范 ,论点 .论据 、 论 证 纲目 分 明 , 逻 辑 
ж; 
图 草稿 中 ,使 用 概念 要 清楚 、 运 用 判断 要 准确 、 进 行 推理 要 正 
确 、 借 鉴 要 合理 ,引用 要 得 当 。 
《2) 修改 
修改 就 是 对 初稿 的 内 容 不 断 加 深 认识 ,对 全 文 的 论点 、 论 据 、 
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论证 进行 反复 锤炼 和 推荐 ;对 论文 的 表达 形式 .语言 修辞 .图 表 、 标 
点 符号 不 断 优化 选择 的 过 程 ,使 论文 琼 于 完美 。 

修改 过 程 中 ,要 注意 以 下 几 点 : 

中 修改 观点 时 应 从 两 个 方面 进行 ,一 是 观点 的 订正 ,检查 全 
文 的 论点 是 否 有 毛病 , 若 有 ,应 反复 其 酌 和 推 藏 ,予以 订正 :二 是 观 
点 的 深化 ,着 重 检 查 论文 的 观点 是 否 有 新 意 , 有 自己 的 见解 。 如 果 
没有 新 意 和 自己 的 独特 见解 必须 加 以 修正 。 

О 修改 材料 时 ,应 着 重 注意 论点 与 材料 是 否 达 到 和 谐 、 辩 证 
统一 。 如 果 达 不 到 则 应 相应 地 增加 、 删 减 , 调整 材料 。 

@ 修改 结构 时 ,应 着 重 看 全 篇 论文 以 论点 为 中 心 是 否 能 纲 举 
目 张 ,论点 ,论据 、 论 证 是 否 得 当 .否则 ,要 修改 论文 的 结构 ,包括 修 
改 开头 ,调整 层次 .段落 和 结尾 。 

在 修改 的 过 程 中 ,一 定 要 虚心 地 请 教 老师 ,取得 老师 的 帮助 。 

经 过 反复 修改 以 后 ,毕业 论文 应 突出 下 面 三 个 特点 : 

бю, 

Жан, 

，* 能 得 到 实践 验证 。 

从 而 ,使 论文 能 够 更 准确 、 更 鲜明 、 更 生动 地 表述 自己 的 研究 
成 果 。 

(3) 定稿 

毕业 论文 的 初稿 ,经 过 反复 修改 后 .作者 感到 满意 了 ,就 可 以 
定稿 .并 按 论文 体例 规范 要 求 ,认真 抄 清 . 一 式 三 份 ,装订 成 册 。 自 
已 留 一 份 , 交 给 系 里 两 份 。 


第 四 节 ”毕业 论文 答辩 


毕业 论文 答辩 ,是 指 学 生 和 老师 在 面对面 的 场合 下 , 先 由 老师 

就 毕业 论文 中 的 有 关 问 题 进行 提问 ,学 生 稍 作 准 备 后 直接 向 老师 

进行 口头 回答 。 由 于 是 面对面 的 提问 和 回答 ,在 学 生 回答 的 过 程 
“195。 


中 ,老师 还 可 能 根据 学 生 回答 的 情况 再 提 一 些 新 闻 题 ,让 学 生 继 续 
回答 ,以 考核 学 生 对 课题 研究 的 深度 和 应 变 能 力 。 

由 此 可 见 , 论 文 答辩 不 仅 关系 到 毕业 论文 成 绩 的 最 后 评定 ,也 
是 对 平时 教 与 学 的 综合 检验 ,特别 对 督促 学 生 认真 完成 论文 ,确保 
论文 的 真实 性 和 质量 具有 重要 作用 。 同 时 ,通过 论文 答辩 ,使 学 生 
的 口头 表达 能 力 、 思 维 能 力 、 应 变 能 力 、 创 作 能 力 得 到 锻炼 和 提高 。 


一 、 答辩 前 的 准备 与 答辩 


毕业 论文 的 答辩 是 一 项 很 重要 而 又 非常 细致 的 工作 ,要 切实 
做 好 答辩 前 各 方面 的 准备 工作 ,使 答辩 能 顺利 进行 。 

1 成立 答辩 委员 会 

毕业 论文 答辩 委员 会 ,一 般 是 由 系 组 织 成 立 , 报 校 教务 处 备 
ж. 

ЖОН РУУ, ЖЯ А Н 7—11 人 组 
成 , 设 主任 1 人 , 副 主任 А,# #1 人 ;答辩 小 组 由 3—5 人 组 
成 , 设 组 长 1 人 ,秘书 1 人 。 

答辩 委员 会 全 面 负责 答辩 过 程 中 的 各 项 具体 工作 。 如 教师 和 
学 生 搭 配 分 组 ,时 间 、 地 点 安排 ,成 绩 的 最 后 评议 等 。 

管状 小 组 的 具体 任务 是 :对 本 组 的 答辩 进行 具体 组 织 安 排 ; 对 
学 生 进 行 答辩 ;对 答辩 成 绩 的 初评 ,并 报 送 答 因 委员 会 。 

2. 指导 教师 

毕业 论文 写作 是 高 等 学 校 教 学 过 程 中 的 一 项 不 可 缺少 且 具 有 
重要 意义 的 教学 环节 。 为 做 好 这 项 工作 ,第 八 学 期 开 “ 数 学 论文 写 
作 课 ,30 一 40 学 时 (或 搞 系列 专题 讲座 ) ,其 主讲 教师 ,指导 教师 均 
为 答辩 委 员 会 .答辩 小 组 的 成 员 。 

(1) 指导 教师 要 有 良好 的 业务 察 质 和 较 高 的 专业 知识 水 平 ， 
要 由 系 或 教研 室 选派 有 经 验 的 中 级 以 上 专业 技术 职称 的 教师 担 
任 。 

(2) 学 生 在 上 “数学 论文 写作 ” 课 期 间 , 主 讲 教师 必须 认真 讲 
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解 ,并 主动 与 指导 教师 联系 ,指导 教师 必须 对 所 指导 的 论文 题目 做 
好 准备 工作 ,向 学 生 推 荐 有 关 参 考 资料 ,指导 学 生 确 定 题目 和 写 
作 , 指 导 学 生 科 学 地 安排 计划 进度 ,并 阶段 性 进行 检查 。 指 导 人 数 
- 般 不 超过 6 人 。 

(3) 认真 审阅 学 生 的 论文 ,组 织 学 生 参 加 答辩 工作 ,并 就 论文 
内 容 的 深度 水平、 质量 .价值 .存在 问题 .论文 写作 期 间 的 表现 等 
对 学 生 写 出 评语 。 

З. 学 生 在 答辩 前 的 准备 

毕业 论文 答辩 前 应 做 好 充分 准备 ,积极 参加 答辩 .学 生 在 答 矢 
前 可 从 以 下 见 个 方面 做 好 准备 。 

C) 做 好 思想 准备 

参加 毕业 论文 答辩 ,首先 应 有 充分 的 思想 准备 ,一 方面 要 认识 
到 答辩 就 是 向 老师 汇报 个 人 的 研究 成 果 , 它 关系 到 成 绩 的 评定 , 关 
系 到 学 位 的 获得 ,从 思想 上 引起 足够 重视 ,树立 必 胜 信心 ,力争 答 
撩 出 好 成 绩 , 绝 不 能 麻痹 大 意 ,马马虎虎 ,走过场 ; 另 一 方面 也 不 要 
害怕 、 紧 张 ,精神 尽量 放松 ,大 方 、 自 然 回 答 即 可 。 

(2) 写 好 汇报 提纲 

写 好 毕业 论文 答辩 汇报 提纲 是 关键 的 一 个 环节 ,做 好 充分 准 
备 ,对 老师 提出 的 问题 ,才能 回答 在 点 子 上 。 

提纲 的 内 容 , 一 般 来 说 ,包括 : 

Ф 论文 的 标题 

论文 的 标题 是 什么 ? 自己 为 什么 选择 这 个 课题 ? 研究 这 个 课 
题 有 什么 应 用 价值 或 理论 意义 ? 

© 论文 的 内 容 

这 篇 论文 的 主要 内 容 是 什么 ? 主要 说 明 或 解决 了 什么 问题 ? 

图 写作 的 技法 

这 篇 论文 结构 是 如 何 安排 的 ? 主要 观点 是 什么 ? 主要 依据 和 
论证 方法 是 什么 ?提出 和 解决 了 哪些 新 问题 (或 从 不 同 角度 上 说 明 
论文 写作 新 意 )? 
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Ф 主要 参考 文献 
© 老师 还 可 能 提出 的 问题 
围绕 毕业 论文 的 内 容 , 指 导 教 师 还 可 能 从 哪些 方面 .从 什么 角 
度 上 提出 什么 样 的 问题 ? 自己 应 怎样 回答 ? 
这 些 都 是 学 生 答辩 前 应 该 做 好 充分 准备 的 .同时 ,还 要 做 好 物 
质 准 备 :如 论文 稿子 .汇报 提纲 .主要 参考 资料 ` 笔 和 笔记 本 等 , 带 
到 会 上 ,以 备 使 用 。 
4. 答辩 的 进行 
毕业 论文 答辩 的 过 程 ,就 是 学 生 回答 提问 的 过 程 , 也 是 把 准备 
管状 阶段 所 做 的 准备 付 诸 实 践 的 过 程 。 其 具体 程序 是 : 
(1) 答辩 开始 
答辩 开始 ,由 答辩 委员 会 主任 或 答辩 小 组 组 长 宣布 答辩 纪律 、 
参加 答 状 名 单 和 先后 次 序 及 其 他 安排 和 要 求 ; 
(2) 学 生 宣讲 论文 
学 生 宣讲 论文 ,要 求 抓 住 关键 .突出 重点 ,简明 扼要 ,不 能 念 
稿 。 时 间 一 般 不 超过 15 分 钟 。 教 师 提 问 , 学 生 对 提出 的 问题 逐一 
作出 认真 回答 。 
(3) 学 生 回答 
学 生 回答 ,这 是 答辩 的 关键 时 刻 。 总 的 要 求 是 ,回答 要 紧 扣 所 
提问 题 的 本 质 ,运用 所 学 知识 ,按照 答辩 提纲 所 准备 的 有 关内 容 ， 
进行 回答 。 并 力求 做 到 语言 简洁 流畅 .说 理 清楚 、 有 条 不 订 , 普 通话 
音质 好 。 
对 指导 教师 提出 的 疑问 ,要 审慎 回答 。 有 把 握 的 ,可 以 略 加 思 
考 ,进行 回答 ;没有 把 握 的 ,要 实事 求 是 ,虚心 向 老师 表示 弄 明白 了 
再 回答 ,不 要 争辩 。 
(4) 答辩 小 结 
管状 结束 ,答辩 主持 人 或 答辩 教师 根据 毕业 论文 本 身 的 写作 
KE 和 答辩 的 情况 , 作 小 结 。 
答辩 结束 ,学 生 应 从 容 、 礼 鳃 地 退场 。 
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关于 毕业 论文 的 答辩 ,各 校 情况 不 同 ,可 以 结合 学 校 的 实际 情 
况 , 灵 活 安 排 。 


=. 成 绩 评定 ( 供 参考 ) 


1. 评定 成 绩 的 标准 

答 央 结束 后 ,由 指导 教师 ,评阅 人 及 答辩 小 组 所 评定 的 成 绩 综 
合 起 来 ,经 审核 后 定 出 毕业 论文 成 绩 。 

毕业 论文 成 绩 一 般 分 为 优秀 、 良 好 、 中 等 ,及格 ,不 及 格 五 级 。 

优秀 : 

(1) 全 面 完 成 毕业 论文 各 项 工作 ;观点 正确 ,有 一 定 特色 ,有 
一 定 见解 ,论证 充分 .美观 .整洁 。 

《2) 在 毕业 论文 写作 过 程 中 ,能 较 好 地 综合 运用 所 学 知识 ;有 
独立 查阅 文献 资料 及 分 析 综 合资 料 的 能 力 ; 有 较 强 的 分 析 、 运 算 、 
论证 能 力 。 态 度 认真 ,积极 主动 ,刻苦 钻研 。 

(3) 答辩 中 ,叙述 完整 正确 .思想 清晰 、 简 明 ; 能 正确 回答 所 提 
出 的 问题 ,对 所 研究 的 课题 有 深入 的 理解 。 

良好 ， 

(1) 全 面 完成 毕业 论文 各 项 工作 ;观点 正确 ,有 见解 ;论证 充 
分 有 条 理 ,书写 整 洁 。 

(2) 在 毕业 论文 写作 过 程 中 能 反映 出 综合 运用 所 学 知识 ;有 
一 定 分 析 、 运 算 能 力 。 态 度 认 真 , 积 极 主动 ,上 表 于 铀 研 。 

(3) 答辩 时 自述 正确 、 清 楚 . 能 正确 回答 所 提出 问题 ;对 所 研 
究 课题 有 一 定理 解 深度 。 

中 等 

С) 能 完成 毕业 论文 所 规定 的 任务 ;观点 正确 ,叙述 有 条 理 ， 
表达 清楚 。 

(2) 在 毕业 论文 写作 过 程 中 ,能 综合 运用 所 学 知识 ,具有 一 定 
查阅 分析、 综合 资料 的 能 力 , 有 一 定 分 析 、 运 算 能 力 ,工作 态度 认 
真 。 
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(3) 答辩 中 自述 正确 ,回答 问题 基本 正确 ;能 理解 课题 。 

Ай: 

O) 能 完成 毕业 论文 规定 任务 ,观点 基本 正确 ,语句 通顺 。 

(2) 在 毕业 论文 写作 中 ,综合 运用 所 学 知识 一 般 ; 查 阅 文献 资 
料及 分 析 综 合资 料 能 力 一 般 . 分 析 、 运 算 一 般 。 

(3) 答辩 中 自述 基本 正确 ,回答 问题 无 原则 性 错误 。 

ЖАЙ: 

(1) 没有 完成 毕业 论文 所 规定 的 任务 。 观 点 有 原则 性 错误 ,在 
毕业 论文 写作 中 ,综合 运用 所 学 知识 差 , 查 阅 文献 资料 及 分 析 综 合 
资料 能 力 差 , 分 析 、 计 算 能 力 差 。 答 关中 自述 不 清楚 ,不 理解 课题 ， 
基本 概念 模糊 ,经 启发 , 仍 不 能 回答 。 

(2) 抄袭 他 人 作品 者 ,不 能 参加 答辩 , 按 不 及 格 论 。 

2. 总 结 . 

HELIO ЖЕ AE o W TS M A A» НЕЯ, 1 
结 报告 上 报 校 教 务 处 备案 。 

学 生 毕 业 论文 装订 成 册 ,一 份 交 系 资料 室 保存 ,一 份 装 和 学生 
档案 。 


第 五 节 毕业 论文 评析 


例文 
ГЕ БВ 函数 及 其 应 用 


数学 系 93 本 ЖЖ 


ARRE 本 文 主要 站 述 了 本 函数 与 B 函数 的 性 质 并 给 出 
详细 证 明 , 进 而 揭示 出 二 者 所 具有 的 关系 及 其 在 数学 分 析 、 概 率 统 
计 中 应 用 的 解 题 规律 

关键 词 гай B 函数 含 参 变量 积分 
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-、 预 备 知识 

定理 1( 柯 西 判 法 1 ) 设 /是 在 任何 有 限 区 间 [a,4] 上 可 积 
MERAK H lim г) А 

O R PSLE [а 

GD E PLLA N | /®ш. 

OTTAA OWE RM / TE Ca BJA AE РГ P PA DX Н E ET 
R, H lim (т-а)? (х) =А 

O # 0<р<1,0<4<:+ о. И [ra )dz Ж, 

GD #ор>1,0<А< +оо, ШВ Гев. 

定理 2 设 / 为 [a,b]X[c, 十 oo] 上 的 连续 函数 , 若 含 参 变量 
FERRA LO = | /eedy Elab] E -BKMM I) 


在 [4,6] 上 连续 。 
定理 3 设 / 和 /, 均 为 [a,6]X[c, 十 =] 上 连续 函数 , 若 


1a = |" усасубужта вува, [сообу Ге ву 
一 致 收 化 , 则 10а) Га 6) тон со = | rsy)dy 

定理 4 设 /(z,y) 在 [a, 十 ce]X[c, 十 co) 上 连续 ,车 

D | Fayde 关于 yy 在 任何 用 区 间 [e,d] Е вн, 
[Ar ,yydy жт з аяка Е ая. 

оза [ае | соу 5 [ay олсода 
жа 

[ аз [ушу = 


Сау [лог 
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定理 5 没有 函数 g(y) 使 得 |f(z,y)|<g(y) аль 
зоо, [``коо4у@ж и [собу еа 0) Leik 
ж. 

公式 6 《〈( 驴 一 分 布 ) 设 总 体 X 一 N(0,1), 则 随机 变量 z = 


л! Анн n о б 分 布 , 记 作 E ~ zzGn)， 其 密度 为 


Фа) = гїг{ >) 


二 、T 函数 与 B 函数 的 性 质 


我 们 知道 
ro) =f" РЕС o 


B(p ,0) =| а = mdz (2) 


(1) 称 为 伽 马 函 数 ,(2) 称 为 贝塔 函数 ,二 者 统称 为 欧 拉 积 分 。 

T 函数 与 B 函数 实质 上 是 含 参 变量 广义 积分 表示 的 两 个 特殊 
函数 。 

(=) F 函数 的 性 质 

1. 本 函数 的 定义 域 

O) 4 s21 时 ,x 二 0 不 是 被 函数 的 瑕 点 ,因此 取 р> 都 有 
Літ a'e 7) =0. 由 柯 西 判别 法 ГСО СКО, 

(2) 当 s<1 时 ,z==0 是 被 积 函 数 的 正点 ,此 时 ,有 

гө) Гетеа | re dr = 1 ЈО) 


J(s) 对 任何 s 都 是 收敛 的 


又 lim zz 'e™) = lime = 1 


р 2-0% 
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故 积分 J(s) 在 1 一 * 一 1 8р 5220 是 收敛 的 ,而 当 1—5221 即 s 
三 0 时 发 散 。 

综 上 可 知 全 (:) 的 定义 域 为 ;之 0。 

2. T 函数 的 连续 性 

T(s) 在 (0, 十 oo) 上 连续 ,由 TG(s)==7(s) 十 J(s), 只 证 1(s) 及 J 
(9) 在 (0, 十 co) 内 连续 即 可 。 

在 任何 闭 区 间 [a,o](e 之 0) 上 对 于 函数 705) 04 От 8}, 
пе Kate hF [те rdz 收 化 ,由 定理 5 知 1(s) 在 [a， 
БЕ А ЛС) Ч Па Боов H з eLa e, 
由 于 | e ede 收 全 ,由 定理 5 Ж оа Е аа, 
是 FT(s) 在 *>0 上 连续 , 即 PCs) 在 (0, 十 cc) 上 连续 。 

з. 函数 的 可 微 性 

首先 考 忠 积分 |” 最 (ze dz = |, г "егт 在 任 
AAE E Ca b] a>) a 。 

考虑 积分 [7 Fedr = [ева 

[ 

4 s>a>0 Bf, x'e lnr| <z linr] (Оа) 
[= поданий вя [izine edz 当 :之 a 之 0 时 一 到 
Ё 
ж. 

同样 , 当 <6 时 ,|z rienz| 壹 zt-!e-* (x 之 1) 表 积分 
六 etnzrdz 当 sb 时 一 致 收 全 ,因此 积分 | ”ze “nzdz 
当 0<a<s<6 时 一 致 收敛 。 ETTA TOE a< <b 上 具有 连续 
БЕЛҮ. ам (s) 且 可 在 积分 号 下 求 导 

Г) = 


re nzdz + ii 21е алах 


Fe nrdr (3) 
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由 ae 必 的 任意 性 可 知 IOE s>0 上 连续 且 (3) 式 对 一 切 s> 
0 йз, 

类 似 地 可 证 OE s> 上 连续 且 可 在 (3) 式 积分 号 下 求 导 。 

一 般 地 由 数学 归纳 法 可 知 , 对 任何 正 整数 mn,P"(s) 在 s>0 上 
都 存在 且 连 续 并 且 可 在 积分 号 下 求 导数 ,得 


Ге) = | x'e” (lnzr)rdz (52 0) 


4. 递 推 公式 P(s 十 1) =5Г0) (220) 


Te dz 


证 TG 十 1)= 


эе ee 
-| rede 
=sT(s) 


由 此 可 知 ,YsE (0. +оо), ШЖ пл СД n ДЕД 
数 ), 即 0<* 一 ws<1 有 
Га + D =зГ@) =з —1) = 
=s(s — 1)++(5 — я)Г(з5 — n) (4) 
特别 地 当 s 为 正 整数 "十 1 时 (4) 式 可 写成 
Fo 十 1) пб — D2 PA) 


-| “дт = п! 
推论 1 由 (4) 式 知 ,如 果 已 知 T(s) 在 051 КЮ{Ң.ЖА 
在 其 它 范围 内 的 值 ,由 它 可 计算 出 来 ; 


推论 2 车 对 Y 52 1.051 =T(s 十 1), 则 它 可 以 作为 n! 的 
推广 ( 即 把 原来 n! 中 的 以 自然 数 推广 到 大 于 一 1 的 非 负 整 数 情 
形 )。 

5. 全 函数 的 极 值 与 西 性 

因为 对 B> PO = | его 
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mo = | ee баха 0 


因此 rs) 的 图 形 位 于 * 轴 上 方 且 西 的 。 
хт га [ет 


гоз =], re dr 


га) =Г0) А 
ГО) 520 上 有 唯一 的 一 个 极 小 值 点 т, 落 在 (1,2) 
内 。 如 图 6-2 所 示 。 


| 


6. 全 函数 的 延 拓 

Ше дир го) (5) 

当 一 1<s<0 时 (5) 式 右 端 有 意义 ,运用 (5) 式 来 定义 左 端 函 
数 T(s) 在 (一 1.0) 内 的 值 .并且 推 得 这 时 荆 (s)<0。 同样 利用 Gs》 
已 在 (一 1.0) 内 有 定义 ,由 (5) 式 又 可 定义 T(s) 在 (一 2, 一 1) 内 的 


值 ,而 且 这 时 P(s)>0, 依 次 下 去 可 把 T(s) 延 拓 到 整个 数 轴 ( 除 s= 
“205 。 


_Г@+1) 
Е $ 


0 一 1, 一 2…" 外 )。 
7. Г 函数 的 其 他 形式 
在 (1) 式 中 , 令 z 一 加 , 则 有 


го) =[ pe »рду 
Р 
=>^[ > tedy (s>0,p>0) (6) 
и 
在 (1) 式 中 , 令 zx=y, 则 有 
гөз =f ye уду 
$ 
=2 Г» 74у (7) 


(二 ) B 函数 的 性 质 
ШЕТ 
M BOD = [та — луста 的 收 化 性 可 知 其 定义 城 为 
(0. + оо) X (0, + œ) 
SSD AD А РСА Е ВН 00 


1 ( 视 p,q 的 值 而 定 ), 故 原 积分 可 分 为 两 个 积分 ， fi» a- 
ayda 与 [та 一 rdr 来 考虑 使 每 一 个 积分 中 的 被 积 函 
数 至 多 含有 一 个 甫 点 。 

reena fie аюб 

O) мррі 时 ,积分 [za 一 "idz 显然 存在 。 

(D 当 P<1 时 ,7(z) 在 [0, 却 ] 上 丽 点 为 z= 0, 又 画 数 f(z) 
在 | 0, 去 ] 上 非 负 , 故 由 


lim д!-*[л*-'(1 — лубє!] = lim (1 — xz)! = 1 


pee ot 
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当 1 一 p<1, 即 p>0 时 [тта 一 губ й, 

щ1—р>1, р<0 n Га 一 zdz 发 散 。 

BARRI а аа 

O мо 时 ,此 积分 显然 存在 

(2) мав соза EE E з= 
1, 且 非 负 , 故 由 


lim Q — х) Ган 2001] = lim z =1 


кы wa 


эг g>o at [х-на — тус „д 三 0 时 ,此 积分 发 散 。 


综 上 可 知 当 p>0 且 g>0 时 上 zr 一 zdz 收 化 ,所 以 B 
(p19) 的 定义 域 为 p09 之 0。 
2. жан 
对 任何 р>р„;>>0,ф2®д„`>0,Ж 
i EEE 


而 | rw- — meida 收敛 ,由 定理 5 ВОО Аар 
co,go 和 9g<< 十 co 上 一 致 收 敏 , 故 而 B(p,9) 在 (0, 十 co)X (0, +оо) 
内 连续 。 

з. жи 

B(P,9) 在 (0, 十 co)X (0, 十 co) 内 可 微 且 存在 任意 阶 连 续篇 
导数 。 


жету | ата аа = f'a — аза 


当 р22р.20.424 时 ,人 恒 有 
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бар a Чат La ае ах O< 

而 积分 | > ча 一 zs- llarldz 收敛, 故 积分 

Гаа — б4р >ре Sa Bia, 因此, 当 
2р2 时 可 在 积分 号 下 求 导 得 

Вр = [2A 一 mnzdz 
k 

ЖН B',(p,q) 是 之 pg 三 9g。 上 的 连续 函数 。 

由 各 >0,g,>0 的 任意 性 知 (8) 式 对 一 切 р>0,у>0 йз. 
НВ, р20,420 上 的 二 元 连续 函数 。 


同 理 可 证 B'o ER р220.0220 上 的 二 元 连续 函数 , 且 户 
>0,4>0 时 可 在 积分 号 下 对 9 求 导 得 


Bg) = fiz а = zy Чаа 一 zjdz 


яахин а p>0,9>0 上 
存在 连续 且 


= =f а = r) аху аа — r) Jde 


4， 对 称 性 Верь) =B. р) 
对 B 函数 作 变 换 , 令 x 二 1 一 y 即 可 得 证 。 


5. 递 推 公式 
Вор) = 万 4 HBg- (p>04>D (9) 
B(p,9) = E Bo- o (p>1,9>0 010) 


户 十 9 


(9 — 10649 一 1) 
Ф +9 — 100 +g- 2) 


6. B(p,q) 的 其 他 形式 
在 式 (2) 中 , 令 =cos*p, 则 有 
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B(p,9) = 


Ср 2 1,9 2 1) 011) 


Вр.) 一 2 к Igos” дір 


Ре ч 
在 式 (2) 中 , 令 z 二 于 y(Y 之 0) 于 是 有 
[жеб Ж иы 


Вор.) = | Жүр ун a3) 
三 、T 函数 与 B 函数 的 关系 
вру = RETO (p>0,g>0) 04) 


Г + 9) 
(1) М p>0,9 之 0 时 ,由 (6) 式 知 
LD [узе вау 
一 般 地 ， 


ГО + 9) мый Р 
рн =], Учу 


两 边 同 乘 以 C HEEL, +lk e 积分 得 
[точо реа = [ече [учее 
A Я Ж: 7 
由 式 (12) 知 上 式 左 端 为 T(p 十 9)B(p,q), 故 有 
Гер + 4)В(,д) = [а [7 уеду 
。 


Ф О.у) = ye tn 220, у220) 
显然 ,ft,y) 在 [0, 十 cc]X[0, 十 cc] 上 非 负 连续 ,又 当 !>0 
时 ,有 


Fo) =], feyt 


„Генна 


оа 
А 
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=e ry! rp) 


=y eT (p) 
{4 y=0 At, F(0=0, 5A ЕСу){Е[0,-+ о) ЕЖ, П pe) 


= [fway 

ко иччу ее Тее) 

易 知 Wi) 在 [0, 十 cc) 上 连续。 

Ji Sayd 关于 yy 在 任 一 [0,T] C 0, + оо) 上 一 致 
ша. ”fwy)dy 关于 + 在 任 一 [0,T]C [0, + оо) 上 一 致 收 
КИ ТЕ. 

гер + DBEa) =f Lyre ee edr Jdy 
ү 


[оторду 


=M) 
б = ГОГ) 
^ В(р,9) = Ге +) 


(2) 当 p,q 为 正 整数 时 ,其 结论 可 由 式 (11) 直 接 出 。 
(3) 特别 当 р+9=1 时 有 


гота = р) 二 
В(р,1—р) = TO) = ГОГА – р) = р 
此 公式 又 称 为 余 元 公式 。 


证 о #Фт= я 
[7 Ed f'a олеш 
=В(р,1 — р) 
= ГОГА — p) 
要 证 出 
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= т 
f та ар 
即 可 证 得 余 元 公式 成 立 。 下 面 用 复 变 函数 有 关 知 识 给 出 证 明 。 


构造 函数 лс 一 2 后 =j 为 畏 助 函数 ,2 一 0,z 一 一 1 为 其 奇 
点 , 且 该 多 值 函 数 又 以 z=0,z 二 oo( 可 去 奇 点 ) 奇 点 。 


取 正 实 轴 为 支 割 线 如 图 。 


4y 


图 6-3 
-> 由 残 数 实 理 
= Ri 
ке = [G+ D дт} 
р 
=(— D1 
=- c ey 


= — (созлр 十 isinr 户 ) 


| |. + f. + Ís = фло 


=?т(— 1) 
一 一 2ri(cosxp + isinrp) (ж) 
而 上 式 左边 有 


ч 
一 
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А ся аьа 
Е А к а ET 
% | f(z)dz = (0, — б,)4 = 0 
Cr 
好 了 二 
Dy А та) lime сүруу=0 
g | f(z)dz = 0 
c 
(3) Ш, z=re =r (x>0) 


A Б Ге а 
А де [әче = Í та +0 
Іа 020) z= ae de=dr 


5 imf sæd =f 


vem y 
sra 十 了 


р [7 27 (соъ2пр + їзїп?лр) 
o х@ +z) 


оо =» б 
[а Кә |, ЖЕСЕ) 0052" 十 isin2rp)dz 


2ri(— 1) 和 
一 一 2xi(cosxp + їзїплр) 


= 2ксоѕтр 一 {2лыплр 


由 复数 相等 的 性 质 得 


>= _ a ‚ 
@ — cos2rp) |" сү -dz = 2rsinp 
Р, = 2° КК: 
к Í; тату = зяр 
à лый та S R 
кы Í IFz = пяр 


四 、T 函数 与 B 函数 的 应 用 


(一 ) 在 数学 分 析 中 的 应 用 
<212> 


例 1 гани. = [еса 
ж ГА =] неба 
= азб) eaz 
1+1] 
10" z)" 0) 
ер) 
例 2 用 也 函数 计算 
Ina = [araeosrzdz онна 
“onh „=f (inz)? H- (совр) -idz 
аф) 


ЦУН) 


эЧ 
2 mtn 
T+ 


йз 用 余 元 公式 计算 了 | |. 
" 72) 50) 505) 
~ 


24+ 


зіп => 


2 


* 213. 


例 4 求 由 曲线 |zl" 十 |y|" 一 ao” n>a NARR. 
解 ” 设 所 求 面积 为 S, 由 题 设 得 


СЕЗСЕ ЕС - 2) 


бо, 
=t Га а = оа 
б 


例 5 求 下 列 积分 的 存在 域 并 求 其 值 。 
[а ахо 


о 1+2" 


由 B 函数 定义 域 知 积分 的 存在 域 为 
>0 及 1-70 即 0<m<n 


вн. |а 
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(二 ) 在 概率 论 中 的 应 用 
例 1 证 明 概率 积分 | edr 一 Ух 
证 Фул. z=yt de= y idy 

六 

„її ж 

=21(5)= 5 


例 2 求 下 列 分 布 密度 中 的 常数 <, 使 之 成 为 概率 密度 函数 。 


сд? 101—2)! 0<х<1 
(DA >=] (p>0,g>0) 
жою= [| де 299 
за 
оо) оао 


解 (1) 由 总 概 为 1 性 有 
Гата ат, ево а 


5 ‘= ор 
о [4 =) EES 


v ло) дв 


Ис ft a оті 


о 
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А с 


ETE 


例 3 求 下 列 分 布 的 期 望 与 方差 。 
(1) 随机 变量 《一 FT(t,)) 即 


А ше. 
лә-{г®”“ e> х>0 


o х<о 
(2) MRI Bg) 
Ге +9) aaa 
у уг [гоно a-a)" о<х<1 
0 其 它 
ж DE [сог 


ри 
= |i re dr 
= лр], re аә 
АГ) Jo 
ге+1 го) t 


同 理 
@+ъ 
Ер = — F 


А р = Ер – (Ер? = 3 
D Е =“ 
af EEEO aig am 
=f ROTA — туф 


Doto 
TOT) 


Dto ГО + ЮГ) _p 


ГОГ) Гр+е+1) р+а 


В + 1.9) 
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д (p+ Dp 
ma EV = GFF DOF 


= eN pa А 
DE = Ер — [ELF (Ф + 4+ ОФ + а) 


例 4 设 随机 变量 ~ 了 T(t,2) 020,420 1=1,2.8 5 
Ea 独立 , 则 如 十 5 一 T(t 十 tz ,2)。 
证 7 с-га, 


0 1<0 
ee z>0,i=1,2 
由 卷 积 公 式 知 
当 z<0 时 Лун, ()=0 
当 z 之 0 时 ， 
fre) десе асе у]! 
Sarr -| Га) Га) dz 
еске fe ns 
= гар [= Че — z)1™'dz 
Ф ==, 


Лу «туду Гата -or 
_ едән 
Га)Га;)Ваы:) 
де (дснт) 
Та + 
аргаа. 

由 此 可 见 , 将 工 函数 与 B 函数 及 其 关系 应 用 于 解 概率 题 , 可 
使 繁杂 的 解 题 过 程 简化 易 懂 ,下 面 再 举 一 难 度 大 的 题目 ,更 显 出 妙 
用 。 

例 5 сутна Анал т 
布 的 随机 变量 , 试 求 


+217 


的 密度 函数 


1 
зра 


解 ”自由 度 为 的 六 一 分 布 的 密度 可 由 公式 6 给 出 。 由 此 易 求 
得 此 的 密度 为 


п 


再 由 商 分 布 的 公式 得 
ло = 11го 


Fy 
А 
х, 
Н 
$ 


оке) 
т аг 


令 zlny 十 m)=t, 则 有 
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(Б) епу + т) 


更 十 于 | 


2 УК 
于 jz 到 (пу + т)? 
zF [ei 


(пу + т) т 
т 十 z) 
2 
А8 БН 
пу + m) 


此 密度 称 为 参数 为 n,m 的 下 一 分 布 , 记 作 Fln,m), 它 是 数理 
统计 中 常用 的 分 布 之 一 ,还 有 1 一 分 布 在 求解 过 程 也 巧妙 地 引用 下 
函数 与 B 函数 。 不论 在 数学 分 析 , 还 是 概率 统计 中 ,运用 全 函数 与 
B 函数 解 题 的 关键 都 是 经 换 元 或 变形 ,使 其 具有 函数 与 B 函数 
的 定义 形式 ,然后 再 应 用 它们 的 性 质 及 相互 关系 。 


参考 文献 
П) 华东 师范 大 学 数学 系 编 .数学 分 析 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1995. 
[2] 严 士 健 等 编 .概率 论 与 数理 统计 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1995 
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1. 选 题 内 容 
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T 函数 与 B 晒 数 及 其 应 用 ?这 篇 毕业 论文 ,属于 数学 教学 研 
究 论文 范畴 。 
TAN B 琐 数 是 含 参 变 重 积分 ,统称 为 欧 拉 积 分 ,既是 教材 
它 有 着 广泛 应 用 ,由 于 教材 及 参考 书 对 这 部 分 内 
生 学 习 感 到 困难 ,对 此 .该 文 作者 以 此 作为 选 题 内 
容 , 系 统 地 论述 了 全 AR B 函数 的 概念 .性质 ,关系 ,并 给 出 详细 
证 明 , 补 充 了 富有 启发 性 的 典型 例证 ,揭示 出 其 应 用 的 解 题 规律 。 
作者 专业 基础 理论 知识 扎实 ,思路 开阔 ,能 从 教材 内 容 的 深 
化 ,提高 的 角度 选 题 . 选 题 内 容 好 .符合 毕业 论文 选 题 原则 和 选 题 
еж. 
2. 题目 确定 
选择 课题 和 论文 题 日 是 两 个 既 有 区 别 又 相互 联系 的 概念 。 
般 说 来 ,论文 题目 县 在 选择 课题 内 容 的 基础 上 ,反复 推荐 而 确定 题 
目 , 也 可 以 先 确定 题目。 由 于 作者 选 题 内 容 好 ,经 过 锤炼 ,以 KT K 
数 与 B 函数 及 其 应 用 ) 为 论文 题目 ,能 正确 反映 出 论文 的 中 心 内 
容 和 深度 ,便于 论文 展开 写 , 做 到 了 确切 简洁、 醒目。 
з. 撰写 新 意 
作者 不 仅 选 题 内 容 丰 富 , 抓 住 教材 的 重点 和 难点 ,而 且 有 和 白 己 
的 独立 新 见解 ,有 创作 新 意 。 主 要 体现 在 : 
(1) 能 从 教材 内 容 深化 、 提 高 的 角度 选 题 ; 
(2) 3T ARO В 函数 的 性 质 、 关 系 等 均 给 出 规范 化 证 明 , 特 
别 是 教材 和 许多 书 中 未 给 证 明 的 余 元 公式 ,作者 用 复 变 函 数 的 有 
关 知 识 给 出 严格 证 明 ; 
СЗ) 对 资料 能 精心 选择 ,例题 典型 有 启发 性 ,能 将 数学 分 析 、 
复 变 函数 ,概率 统计 的 内 容 有 机 结合 .渗透 .分 析 、 论 证 ,归纳 。 
该 论文 的 结构 ,写作 技法 ,符合 毕业 论文 写作 要 求 。 
A 评析 建议 
综 上 所 述 ,4T 函数 与 B 随 数 及 其 应 用 ) 是 一 篇 水 平 较 高 的 优 
秀 毕业 论文 。 
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毕业 论文 虽说 要 求 容量 大 ,但 也 应 注意 数学 论文 要 求 “ 以 少 的 
篇 幅 , 容 纳 多 的 信息 "这 句 话 的 含义 。 该 文 可 以 适当 简化 。 


例文 2 
凸 函 数 及 其 在 不 等 式 证 明 中 的 应 用 
数学 系 93 本 вен 

摘 要 本 文 着 重 论述 了 上 函数 不 同 定义 的 差异 及 其 在 不 等 


式 证 明 中 的 重要 应 用 。 
关键 词 лжи ”不等式 Jensen 不 等 式 


КОВА РО) 一切 的 图 像 。 它 的 特点 是 :曲线 у= 
上 任意 两 点 间 的 弧 段 总 在 这 两 点 连 线 下 方 。 我 们 可 以 下 这 样 -- 
个 定义 : 设 /() 在 区 间 [a,5b] 上 有 定义 ,车 曲线 у= (rz) 上 任意 两 
点 间 的 弧 段 ,总 位 于 连接 丙 点 的 直线 之 下 , 则 称 函 数 /(7x) 是 凸 函 
数 。 

以 上 定义 只 是 几何 描述 性 的 ,为 了 便于 凸 函数 的 应 用 ,用 严格 
地 分 析 式 子 来 定义 上 是 函数 是 十 分 必要 的 。 


、 凸 函数 的 定义 及 性 质 
是 函数 的 定义 是 多 种 多 样 的 ,大 致 总 结 一 下 ,不 外 平 用 下 列 七 
个 命题 之 一 给 出 ,这 些 命题 各 有 其 长 处 , 且 对 /(zx) 的 要 求 也 不 尽 
相同 ,使 用 时 切实 要 注意 。 


O) 设 /(z) 在 区 间 [a,5] 上 有 定义 ,Y лз Є а,в) f 
atz) Го) БУС) 
алада 


D СЕ 1а БЕНЯ Х.У тх.х:[а.5].Н <r 
z: 有 
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1 ж fæ) 
д= |1 z f(r)|>0 
1 on fad 
(3) 设 /(7r) 在 区 间 [a,5j 上 有 定义 ,Y zzrsE [ab], Y АЄ 


оля 
Jr + (1 х) АРАЗ) + (1 Dfa) 
(4) 设 f(z) 在 区 间 [a,6] 上 有 定义 ,Y ту,т;Є[а,5]Ң т< 
一 ra 有 
Дох) = Ја) <ie — f(r) <e — /(ж) 


ж-а 和 一 n-ar 


(5) 设 Ст) Е MCa b] EE EaD Т.У zyzoE 
(asb) 有 
Го) > (zr до) + ГС) 
(6) ГС) Са, EER Еа ТФ, Н С) Са ВЭА 
单调 递增 。 
(7) 设 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 二 次 可 导 , 且 /"(х)> 


0 

йй: 

O жжет В,С) 
ЕЛ ЕС 


О 按 对 f(z) 要 求 的 强 弱 来 说 :命题 (1) 最 弱 , 只 要 f(z) 在 
[e,b] 上 有 定义 ;命题 (2) 一 (4) 有 所 加强 ,因为 它们 昔 涵 (x) 在 
[a,6b] 上 连续 。( 证 明 参 见 [1]). 命题 (5) 和 (6) 又 进一步 加 强 ,要 求 
f(z) 在 (a,b) 内 可 导 。 命题 (7) 最 强 ,要 求 /(z) 在 (a,b) 内 二 次 可 
导 。 例 如 ,对 于 函数 
{= тЄ (– 1,0) 
12 т=1 
容易 验证 它 是 命题 (1) 意 义 下 的 凸 函数 。 显 然 , 它 不 是 (2) 一 (7) 意 
义 下 的 凸 函 数 ,因为 /(z) 在 [一 1,1] 上 不 连续 。 
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f(z)= 


在 实际 应 用 中 ,命题 (1) 一 (4) 意 义 下 的 凸 函数 由 于 对 /(x) 的 
要 求 条 件 较 弱 ,所 以 适用 的 范围 非常 广泛 。 虽然 命题 (5) 一 (7) 对 了 
(z) 要 求 强 ,但 使 用 起 来 却 简单 的 多 。 

加 若 将 命题 1) 补 充 上 f(x) 在 [a,b] 上 连续 , 则 命题 (1)~(4) 
是 等 价 的 (证 明 参见 [2])。 

以 上 我 们 阐述 了 关于 凸 函 数 的 七 个 命题 。 其 中 ,命题 (1) 一 
(4) 命 题 (1) 补 充 上 F(z) 在 [a,b] 上 连续 可 以 作为 凸 函数 的 一 般 定 
义 ,而 命题 (5) 一 (7) 可 以 作为 凸 函数 的 三 个 判定 定理 。 


二 、 关 于 凸 函数 的 一 个 重要 不 等 式 一 一 Jensen 不 等 式 
O) 分 析 中 的 一 般 Jensen 不 等 式 :车 f(z) 为 区 间 [a,6] 上 折 
函数 ,对 任意 z,€ [ab],z>0G=1,2，…m) 且 ÝA = 1, 则 有 


HDn) s DAD (证 明 参见 [3]) 
(2) 概率 中 的 Jensen 不 等 式 : 设 为 (0,F,P) 上 的 r.V. ,车 
了 (x) 是 定义 在 某 区 间 4 上 的 连续 的 凸 函 数 , 则 有 СЕ СЕР 
(证 明 参 见 [4]) 
Jensen 不 等 式 是 凸 函数 的 一 个 重要 性 质 ,因为 每 个 凸 函数 都 
有 一 个 Jensen 不 等 式 ,因而 它 在 一 些 不 等 式 证 明 中 有 着 广泛 的 应 
用 。 下 文 我 们 还 会 举 一 些 实例 来 说 明 这 点 。 


三 、 凸 函数 在 不 等 式 证 明 中 的 重要 应 用 


在 许多 问题 中 ,例如 在 数学 分 析 、 高 等 代数 、 函 数论 ,概率 论 等 
中 ,都 会 过 到 许多 不 等 式 证 明 的 问题 ,其 中 有 一 类 不 等 式 利用 凸 函 
数 的 性 质 定理 可 以 很 简洁 、 巧 妙 地 得 到 证 明 。 
在 利用 凸 函数 证 明 不 等 式 时 ,关键 是 如 何 巧妙 的 构造 出 能 够 
解决 问题 的 凸 函数 。 下 面 ,我 就 举例 说 明 凸 函数 的 这 种 重要 作用 。 
а) 凸 函数 的 一 般 定义 性质 的 应 用 
* 223, 


1 е z аай 

例 1 车 a,b>0 p,q>1 Ht 求证 :a + 973 
b 
25 

分 析 : 从 所 求证 的 不 等 式 的 形式 来 看 ,不 容易 直接 找到 合适 的 

凸 函数 。 因 此 ,我们 要 对 它 进行 一 定 的 变形 。 不 妨 不 等 式 两 边 同 取 


自然 对 数 , 则 有 In сайт а (9-2) вр ina + È nb <in 


2+2) ,由 此 式 我 们 很 容易 找到 合适 的 凸 函数 了 。 


证 明 : 考 察 函 数 /(z)== 一 Inx 《z>0) 
CD= 点 >0 n MAEDA SEE >O D 


即 аў < © + 
例 2 аа-а ај glaa] ЕВА 
函数 且 在 [0,a] 上 递增 , 则 
[еса (| fedr) < za f соусов 


分 析 : 从 所 求证 的 不 等 式 的 形式 上 看 , 它 有 点 类 似 于 切 比 雪夫 
不 等 式 ,这 时 ,我 们 需要 设法 构造 出 一 新 的 递增 函数 来 满足 切 比 雪 
夫 不 等 式 的 条 件 。 这 样 ,问题 就 迎刃而解 了 。 

证 明 : 令 9(z)=(z) 十 /一 rz)， 0<z<a 

由 于 g(x) 为 偶 函 数 ,因此 易 证 


f ва) әйт = [кодоо 
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又 因为 f(z) 为 凸 函数 ,于 是 由 Sr <ra 得 
Р зу) — /С— ж) = fz) = f(r) 


二 五 二 (一 my) “а-а 
РС aD + РС) S /С— хл) + f(x) 
Gi Ф) < ф\х;) 


ez),g(z) 都 在 [0,e] 上 递增 ,由 切 比 雪夫 不 等 式 得 
Га Гесорадаг > Гесэ [жоо 


Ла f g(x)f(r)dr> 1 аса [усаа + уе adz] 


| aoda | адаг < za scoreodz 


例 3 {фх>0,т51,0<а<1,Җ 
«+эт >=} а› 
分 析 : 首 先 ,注意 到 在 式 (1) 中 ,将 工 换 1/x 后 式 (1) 仍 不 变 。 
故 命题 等 价 于 :对 于 0<x<1, 式 (1) 成 立 。 而 当 0<x<1 时 , 式 (1) 
等 价 于 
CEES E E-S E 2) 
这 时 ,再 考察 一 下 SEAH) A-a) ERRE 
证 得 式 (2) 成 立 。 
证 明 : 由 以 上 分 析 , 可 设 
Ха) = (+! %(1—) (0<гт<1) 
Ра) = а(1—а)(1 + х) 7102 1) 
当 0<а<1,0<2<1 8} ,让 (7)>0 


yzr) 在 [0,1] 上 是 严格 凸 函数 
FSSA ar) + 0+х*1]<(1—т)/(00+х,/ (1) 
B AHOK Ө) 


H + 0<г<1.Җ(2)## РАСО) 021 时 式 (1) 成 立 ， 
5225 + 


又 等 价 于 т>0 А 1#] 时 式 (1) 成 立 。 故 命题 得 证 。 
例 4 ОТЕК 8 (т. М) Ежа, H 900) 220. Я 


ра + ра. | реа) +++ рари) 
э+ ++ р“ р + ФР, 


其 中 心 E оя,М),р>0(@=1,2,+°,п) 

分 析 : 由 于 OERE Cm, MEZAT g)>, AE g 
(Èlm M) ERAR hA p(1) 对 命题 (5) 成 立 。 选 取 (m， 
M) 上 恰当 的 固定 点 ,利用 命题 (5) 的 结论 问题 就 可 得 到 解决 。 

证 明 : 由 题 意 易 知 Wi) 是 (m,AM) 内 的 凸 函数 。 由 此 ,8(t) 对 命 
题 (5) 成 立 。 


р “. 显然 Є (m,M) 由 命题 (5) 得 
PE) I Pto) + At — to) 

即 有 Pto) < PU) — фа) — ta) a) 
在 式 (1) 中 ,分 别 令 =, (i=1,2,…,n) 得 

Kto) S фи) — P UD = to) G= 1,2,0) (2) 
不 等 式 (2) 的 两 边 同 乘 以 户 得 
Фа) < рр) — P UDP a) G= 1,2,5) (3) 
把 (3) 的 个 不 等 式 相 加 整理 得 


PV) 十 … 十 рф) 
Ht) < ES 命题 得 证 


2. Jensen 不 等 式 在 不 等 式 证 明 中 的 应 用 
例 1 8 2,20,1=1,2,--.п. 证 明 


二 
тр Ў OERE + ж (1) 
1 1 1 п 
ОТЕУ СЕРЕ Е 
ся x 


且 当 且 仅 当 所 有 (1<z,< 必 全 部 相等 时 ,等 号 成 立 。 
ЕРЕ УЯ 


lnzi 十 … 十 Inz。 ал, 
п ° п 


对 数 变 成 <l: “这 样 就 很 容易 找 出 合适 
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的 凸 函数 了 。 
证 明 : 首 先 考察 f(z) 一 一 Inz (zx 之 0) 的 凸 性 。 


7(z) 一 点 >0 由 命题 (7) 知 7(z) 是 (0, 十 co) 上 的 严格 


EELS 
由 Jensen 不 等 式 知 ,当地 之 0 (i 一 1,2,…,n) 不 全 相等 时 有 
Лас Lanz + + Inr) 
x с 
EERTE t 
z So ihal 1 
及 2—6 <- link +n 


整理 后 便 得 式 (1), 且 当 且 仅 当 所 有 zxi(1<<i<n) 全 部 相等 时 ， 
等 号 成 立 。 
例 2 设 户 ,au>0 (i=1,2,…,n), 则 有 


Каш че 二 Ра + Ра 十 … + р.а, 


Т рә+ Юю +" + Р. 


分 析 : 首先 注意 到 加 т їн р>он 
此 ,可 以 构造 这 样 一 个 离散 型 随机 变量 ,使 其 p.m. /为 Р 


…m) 这 样 ,选取 适当 的 凸 函数 ,利用 
概率 Jensen 不 等 式 就 能 解决 问题 了 。 
证 明 : 设 $5 为 r.v. , 取 f(z)= 一 lnz, 则 由 /”(т)=1/х*':>0 1 
它 是 (0, 十 cc) 上 的 连续 凸 函 数 ,于 是 由 概率 Jensen 不 等 式 知 。 
— ҺЕ ЕС in) 即 ҺЕ > Elng 
对 于 正 实数 ol ya,…，a, 今 构造 一 离散 型 ~ vt, 使 其 р. т. 
f» 


А 


== уру; 


则 利用 式 (1) 得 


@=1,2,+зэ,л). 
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Гл 
"Ур 十- е ред 


вр (алаа) е < In У) Ӯ 
m Ра 

于 是 得 
nimt ee я < Put Раз 十 … 十 pa 


ә + Р +" + Рр. 


гетер 


例 3 арс) 20, | ptrydr = fa > 0. 则 有 
` 5 
ехр[| pinf endr) рео 


分 析 : 乍 一 看 ,本 题 好 像 无 法 应 用 Jensen 不 等 式 来 解决 ,因为 
Jensen 不 等 式 是 离散 型 的 ,而 要 证 明 的 是 积分 不 等 式 。 其 实 不 然 ， 
在 引入 定 积 分 概念 时 ,是 通过 分 割 求 和 求 极限 来 完成 的 ,因此 ,可 
以 通过 分 割 求 和 求 极限 的 方法 把 离散 型 不 等 式 转化 为 积分 不 等 
式 ,问题 就 解决 了 。 

证 明 : ed et 因 


此 ,对 任意 的 р,,а,>0(1<г<л) h F 3 
1, 因而 有 


Арі р, 


Я [7 Р 
由 下 直属 下 友和 ЖЕР" 


Быны „ШЕМ A Wo PERSEN -EES 
Ee АГЕ ЕУ 


即 有 


(= lna,) 


pilna, + ++ 十 рпа, =) Ра +++ Ра, 


ПЕТУ S ptp 


E 


现 令 p=p[a+ 夺 (一 a)| 


LE 


О<і< л) 
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RAER $ mn 十 co 立刻 得 
| epomyreodz 


| endz 


fp саг 


[ов 


ехр < 


x 
即 exp| fecalnf crar) Ж КОЛ 
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1. 选 题 内容 

《 凸 函数 及 其 在 不 等 式 证 明 中 的 应 用 ) 这 篇 毕业 论文 ,属于 数 
学 应 用 论文 范畴 。 

凸 函数 在 数学 分 析 、 函 数论 、 泛 函 分 析 、 最 优 理论 等 ,都 有 着 重 
要 的 应 用 。 由 于 数学 分 析 教 材 在 函数 的 凸 性 与 拐点 一 节 给 出 凸 函 
数 的 定义 、 性 质 定理 ,其 应 用 例题 无 有 .对 此 ,该 文 作者 以 此 作为 选 
题 内 容 , 着 重 论述 了 凸 函 数 不 同 定义 的 差异 及 其 在 不 等 式 证 明 中 
的 重要 作用 。 

作者 专业 理论 知识 扎实 ,思维 敏捷 ,能 从 教材 概括 论述 中 , 系 
统 地 理 出 易 慌 的 凸 函 数 7 种 定义 形式 ,并 简洁 、 清 晰 地 揭示 出 定义 
的 内 涵 、 外 延 ; 突 出 了 它 在 不 等 式 证 明 中 的 应 用 规律 . 选 题 内 容 好 ， 
符合 毕业 论文 的 选 题 要 求 。 
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2. 题目 确定 

拟定 毕业 论文 的 题目 ,需要 精心 琢磨 ,才能 写 出 紧 扣 内 容 , 准 
确 表 达 中 心 内 容 含义 的 题目 。 由 于 作者 选 题 内 容 好 ,以 f{ 凸 函数 及 
其 在 不 等 式 证 明 中 的 应 用 ?为 题目 ,能 正确 反映 出 论文 主旨 和 范 
围 ,基本 做 到 了 确切 简洁、 醒目。 

按照 题目 (点 函数 及 其 在 不 等 式 证 明 中 的 应 用 ) 的 要 求 ,对 由 
函数 的 有 关 论 述 , 论 证 要 加 强 。 从 该 文 撰写 的 内 容 上 看 , 原 题 目 改 
为 ( 凸 函 数 在 不 等 式 证 明 中 的 应 用 》 更 为 贴切 。 

3. 撰写 新 意 

作者 不 仅 选 题 内 容 弥 补 了 教材 “应 用 ”的 薄弱 环节 ,而 且 有 自 
已 的 独立 新 见解 。 主 要 体现 在 : 

(1) 能 从 教材 概述 中 ,系统 地 理 出 凸 函数 7 种 定义 形式 ,浅显 
易 懂 的 揭示 定义 的 内 涵 和 外 延 , 抓 住 了 教材 内 容 的 关键 ; 

(2) 论文 重点 突出 ,例题 典型 ,富有 启发 性 ,例题 论证 分 析 的 
好 ,归纳 出 :利用 是 函数 证 明 不 等 式 时 ,关键 是 巧妙 的 构造 出 能 解 
决 问题 的 凸 函数 。 

论文 的 结构 ,写作 技法 ,符合 毕业 论文 的 写作 要 求 。 

4. 评析 建议 

综 上 所 述 ,《 凸 函数 及 其 在 不 等 式 证 明 中 的 应 用 ) 是 一 篇 优秀 
毕业 论文 。 

作者 专业 基本 理论 知识 扎实 ,具有 一 定 的 研究 .写作 能 力 ,该 
论文 应 在 理论 上 系统 论述 论证 ;在 应 用 上 尽力 渗透 到 多 学 科 上 。 
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例文 3 
经 济 问题 中 的 数学 方法 


数学 系 93 本 刘 峰 


ж 要 本 文 结合 典型 的 经 济 模型 和 实际 问题 ,分 析 高 等 数 
学 思想 方法 在 经 济 学 上 的 具体 运用 ,以 阑 明 高 等 数学 处 理 复杂 经 
济 问题 的 优越 性 和 重要 性 。 

关键 词 弹性 边际 线性 回归 分 析 统计 思想 线性 规划 

预备 知识 : 

为 了 更 方便 地 研究 经 济 问题 ,我 们 将 以 下 濒 及 到 的 经 济 函 数 
概括 如 下 : 

1， 总 成 本 函数 

企业 产品 总 成 本 分 为 固定 成 本 和 变动 成 本 两 部 分 。 在 一 定时 
期 内 ,生产 商品 的 固定 成 本 是 保持 不 变 的 ;变动 成 本 与 产量 成 比 
例 ,于 是 这 个 函数 表达 式 :c(z)=ci 十 cxz, 其 中 为 固定 成 本 ,cs 
为 单位 变动 成 本 ,x 为 产量 。 

2. 价格 函数 

在 日 常 经 济 业务 中 ,商品 价格 是 随 着 销量 的 增加 而 降低 的 , 因 
此 价格 函数 是 减 函 数 , 表 达 式 为 :p 二 p(x),TE[0,6],p 为 价格 , 户 
>0,х 为 销量 。 

з. 需求 函数 和 供给 函数 

某 段 时 间 内 某 种 商品 需求 量 О, 与 商品 单位 价格 p 的 关系 用 
需求 函数 表示 :Qs 二 f(p); 同 样 的 ,供给 量 Q, 与 单位 价格 的 关系 
用 供给 函数 表示 为 :Q,=g(p)。 

4 总 收入 函数 

企业 总 收入 尺 与 单位 价格 户 和 销量 zx 成 正比 , 即 总 收入 函数 
表示 为 :R==R(z)=p* ,TE (0,b]. 
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5. 利润 函数 

企业 利润 工 是 总 收入 中 扣除 产品 总 成 本 。 即 利润 函数 表示 
为 :L(x)=R(z)—e(r)=p* т (с сох). 

贿 着 现代 科技 ,经 济 的 迅速 发 展 ,社会 科学 逐步 向 跨 学 科 、 综 
合 性 方向 发 展 ,在 经 济 领域 , 随 着 现代 企业 核算 制度 和 股份 制 公司 
的 确立 ,再 简单 运用 以 上 函数 本 身 不 能 正确 、 有 效 地 解决 复杂 经 济 
问题 ,这 促使 微 积分 .概率 统计 及 运筹 学 等 高 等 数学 思想 被 广泛 应 
用 到 经 济 预测 、 财 务 分 析 及 决策 和 经 济 管理 等 各 个 方面 .这 对 于 解 
决 实际 经 济 问题 ,促进 社会 主义 市 场 经 济 的 发 展 都 有 着 重要 意义 。 
本 文 就 典型 问题 分 析 如 下 。 


一 、 导 数 的 经 济 学 应 用 


我 们 知道 , 当 一 个 变量 相应 于 另 一 变量 的 无 穷 小 而 变化 时 , 导 
数 提供 了 关于 这 种 变化 的 大 小 和 方向 的 信息 。 由 于 经 济 领域 研究 
的 实际 问题 就 是 变量 随 其 他 变量 的 变化 问题 ,因而 导数 在 经 济 学 
中 有 极其 广泛 的 应 用 。 

C 用 导数 定义 的 几 个 经 济 学 概念 

1. 在 经 济 学 中 ,往往 用 "边际 "来 揭示 某 一 经 济 函 数 的 变化 率 

以 “边际 成 本 ”为 例 : 

边际 成 本 定义 为 产量 增加 一 个 单位 时 所 增加 的 总 成 本 。 对 于 
产量 只 取 整 数 单位 的 产品 而 言 , 一 个 单位 变化 是 最 小 变化 。 现 假设 
产品 数量 是 连续 变化 的 ,于 是 产品 单位 可 以 无 限 细 分 .如果 产量 已 
经 是 x, 在 此 水 平 上 若 产量 从 工 增 至 zx 十 Az' 那 么 总 成 本 相应 的 增 


量 是 Ac 二 c (zf 十 Ar) 一 c (xz), 它 与 bx Bea £= 
А) 000) 这 表示 在 z 和 z 十 Ar 之 间 总 成 本 平均 变化 率 ， 
令 hz 一 0, 取 极限 就 可 以 得 到 边际 成 本 


J Ар eCa + Ar) — cla) 
седеа Аг 
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显然 , 它 近 似 地 表示 若 已 经 生产 了 工 个 单位 产品 ,再 增加 一 
个 单位 产品 总 成 本 的 增加 量 。 
同样 的 道理 ,我 们 可 以 用 导数 定义 边际 收入 、 边 际 利润 .边际 
需求 等 。 下 面 我 们 以 边际 利润 为 例 结合 例题 分 析 这 一 概念 实际 意 
х. 
例 1 某 企业 对 销售 分 析 后 指出 ,总 获得 工 元 与 每 月 产量 т 
吨 (t) 关 系 为 :L(z) 一 250x 一 5z?, 试 确定 每 月 生产 20t、25t、35t 的 
边际 利润 。 
解 : 仿 边 际 成 本 的 定义 :边际 利润 为 总 利润 函 数 的 导数 ,表示 
产量 为 + 单位 时 ,总 利润 的 变化 率 , 依 题 意 知 :1 (z) 一 250 一 10z, 
1/20) =250 — 10 X 20 = 50; 
17 (25) = 250 — 10 X 25 = 0; 
L’ (35) =250 — 10 X 35 = — 100. 
上 述 结果 表明 , 当 产 量 为 每 月 20t 时 ,再 增加 1t, 利 润 将 增加 50 
元 : 当 产量 为 35t 时 ,再 增产 lt ,利润 将 减少 100 元 。 
通过 这 个 实际 例子 ,我 们 可 以 看 出 , 当 企 业 决策 时 ,如 果 采 用 
边际 利润 进行 分 析 ,可 以 减少 企业 投资 的 盲目 性 ,使 企业 在 扩大 再 
生产 时 了 解 投资 前 景 ,减少 企业 投资 损失 。 另 外 ,如 果 该 企业 是 多 
种 产品 综合 企业 ,通过 以 上 这 种 方法 计算 出 各 种 产品 的 边际 利润 
率 ( 边 际 利润 与 总 利润 之 比 ), 而 使 生产 资金 转向 边际 利润 率 相对 
较 大 的 产品 ,这 使 企业 资金 流向 更 加 合理 ,从 而 提高 了 经 济 效益 ， 
为 国家 ,企业 多 创收 入 ,不 仅 有 利于 企业 本 身 ,更 有 利于 社会 主义 
市 场 经 济 的 发 展 。 
2. 弹性 的 概念 
在 高 等 数学 定义 的 导数 实质 上 是 函数 (zx) 在 点 zx 的 变化 率 。 
如 果 将 这 一 概念 直接 应 用 到 经 济 学 的 实际 问题 中 ,变量 都 有 了 实 
际 意 义 。 但 是 对 于 不 同 内 容 的 经 济 业务 来 说 ,涉及 到 的 变量 及 其 单 
位 可 能 不 同 ,在 这 种 情况 下 ,比较 不 同 变量 相对 另外 几 种 变量 的 变 
化 情况 ,直接 运用 导数 概念 就 不 太 合 理 , 我 们 必须 采用 一 种 与 任何 
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单位 都 无 关 的 度量 方法 -在 经 济 学 中 ,这 一 想法 是 通过 “弹性 "这 一 
概念 来 实现 的 。 

所 亩 弹性 就 是 某 种 变量 (y) 的 相对 改变 量 与 另 一 变量 (z) 的 
相对 改变 量 之 比 , 也 就 是 说 ,弹性 反映 了 一 个 变量 相对 于 另 一 变量 
的 变化 程度 。 

如 果 运 用 数学 符号 ,假设 y 与 工 存在 函数 关系 y=) Шу 
对 工 的 弹性 表示 为 
= аја = 5.4 

урт у Ar 


âr 
z 


ата 
ЕЕЕ 


例 2 若菜 商品 的 需求 函数 为 x 二 100 一 2p,p 为 价格 ,讨论 其 
弹性 变化 。 

解 仿 阐 性 定义 ， 震 求 了 对 价格 的 弹性 为 em 全 /32 一 
РЕНЕ с шл. =й 
уя (2) ° 00—28 50-р" 

于 是 当 户 取 某 个 确定 值 时 ,在 此 价格 处 的 点 弹性 也 就 确定 
了 ,我们 首先 分 析 当 需求 相对 变化 率 与 价格 相对 变化 率 相等 即 |e| 
一 1 时 的 户 值 ， 11 |5625 5|=1-ж»=. 

当 0<p<25 时 ,|el<1, 即 在 这 一 价格 范围 内 , 随 价格 碱 小 ,| 
el 也 是 递减 。 也 就 是 说 ,在 这 时 若 采 取 压 价 措施 , 因 需 求 增加 的 百 
分 比 小 于 价格 降低 的 百分比 ,企业 总 收入 会 减少 。 

当 25<p<50 时 ,le|>1, 在 这 一 价格 范围 内 ,|e| 随 户 增加 而 
增加 ,如 果 这 时 采取 提 价 措施 , 因 需 求 下 降 百分比 大 于 价格 增加 的 
百分比 ,企业 总 收入 也 会 碱 少 。 
通过 以 上 分 析 , 如 果 该 企业 进行 价格 调整 时 ,参照 以 上 分 析 方 
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法 , 当 弹 性 |s|>1 时 ,采取 降价 措施 ,能 达到 薄利 多 销 的 目的 : 当 
弹性 |e|<1 时 ,可 以 适当 提高 价格 ,不 会 因 盲目 降价 促销 而 影响 
企业 利润 .否则 ,随意 调价 会 因 产 品 积压 或 不 能 收回 成 本 而 使 企业 
， 陷 人 困境 ,难以 在 竞争 中 谋求 发 展 。 

(二 ) 导数 在 最 大 化 .最 小 化 问题 的 应 用 

在 数学 分 析 ,我 们 可 以 利用 导数 对 某 一 函数 进行 分 析 ,通过 判 
断 稳定 点 是 否 满足 最 值 的 充分 条 件 来 求 函数 最 值 。 这 一 思想 运用 
到 经 济 上 可 以 进行 经 济 业务 最 大 化 、 最 小 化 分 析 , 通 过 分 析 来 在 达 
到 有 效 、 合 理 安排 生产 ,最 大 限度 地 取得 利润 ,最 小 限度 地 消耗 能 
源 与 原料 。 

1. 最 大 利润 产 出 水 平 的 确定 

企业 生产 的 主要 肯 的 之 一 就 是 获取 利润 ,利润 函数 工 (z)= 尺 
(x) 一 cl(x) 被 称 为 企业 目标 函数 。 为 了 求 出 使 利润 最 大 的 产 出 水 
平 ,首先 ,必须 满足 最 大 值 的 必要 条 件 :一 阶 导数 L(x) 0, L 
С А Сх) с (zx)=0 即 R'(z)=c'(x)。 因 此 ,利润 最 大 化 的 一 
阶 条 件 要 求 ,边际 成 本 等 于 边际 收益 。 其 次 ,为 了 保证 上 式 的 解 x。 
是 使 利润 最 大 的 产 出 水 平 ,还 必须 满足 最 大 值 的 充分 条 件 : 当 1/ 
(x)=0 时 ,L"(z)<0。 TERA L'a) =R" a)" a)<0, R" 
С) ст), ER A ЕЖ 4 k FRE R Ca) =c a) 
时 ,车 R'(x) 变 化 率 (R"(z)=d(R'(z))/dz) 小 于 c'(x) 的 变化 率 ， 
这 时 产 出 水 平 使 利润 最 大 。 р 

из 已 知 某 厂商 在 完全 竞争 中 总 收入 函数 与 总 成 本 函数 分 
别 为 :R(x)==18x 与 c(z) 一 二 一 9z? 十 33z 十 10, 求 

(1) 利润 最 大 化 的 产 出 水 平 ; 

(2) 最 大 利润 。 

解 (1) 1.(х)=К(х)—с(х) 

一 10z 一 (一 9z? 十 33z 十 10) 
一 一 二 十 9z? 一 15z 十 10 
于 是 L(x)= 一 3 二 18x 一 15=0 
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有 x 二 1 或 x 二 5 

而 "(x)= 一 6x 十 18, 当 x 二 5 时 , 才 有 "(x)<c 

因此 ,利润 最 大 时 产 出 水 平 为 z=5 

解 (2) 最 大 利润 为 二 (5) 一 一 5 十 9。5 一 15。5 十 10 一 15. 

同样 道理 ,我 们 可 以 根据 需要 利用 数学 微分 法 对 其 它 经 济 函 
数 牵扯 到 的 经 济 业务 进行 最 大 、 最 小 化 分 析 ( 最 小 值 条 件 Сг) 
0) .一 般 地 ,涉及 到 成 本 的 求 其 最 小 值 ,涉及 到 收益 的 求 其 最 大 值 ， 
这 里 不 一 一 枚 举 。 

2. 经 济 订货 量 的 确定 

在 企业 对 商品 .原料 库存 过 程 ,由 于 进货 储存 等 环节 关系 到 许 
多 费用 ,以 减少 资金 占用 和 加 速 资金 周转 角度 看 ,必须 尽量 减少 这 
些 费用 ,也 就 要 减少 存货 .订货 数量 ,但 同时 又 必须 满足 正确 的 生 
产 常 要 ,如 何 才能 解决 这 一 问题 呢 ? 假设 订货 时 排除 随机 因素 , 增 
加 采购 次 数 , 可 使 存货 数量 降 至 较 低 水 平 ,使 储存 费用 降低 。 但 是 
这 时 采购 费用 又 随 采购 次 数 增加 而 增加 。 假 定 全 年 存货 需要 量 为 
,经 济 订购 量 为 Q,p 为 每 次 采购 费用 ,k 表示 每 单位 存货 维持 一 


年 的 费用 。 于 是 采购 次 数 为 各 ,平均 存货 基 为 全， -年 所 需 总 费用 


FOB pH o .我们 按 求 量 值 的 条 件 :(1) ғ 


РТА Р Q= VIDETE. (2) F"CQ)>0 时 费用 最 小 , 即 ， 
PA=? . p>0, i FODS MEITA Q= VDE 
例 4 某 企 业 全 年 需 用 А 材料 12000kg ,每 次 采购 费用 50 
元 ,储存 一 年 单位 费用 0. 75 元 , 求 最 佳 经 济 订货 量 。 
м “假设 经 济 订购 重 为 Q, 采 购 费 用 12420 x зо, ето 
X0.75, 很 显然 ,一 减 一 增 , 这 可 以 通过 右 图 直观 地 反映 出 来 。 
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图 6-4 
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0. 75 
这 时 全 年 储存 费用 采购 费用 相等 (这 可 以 通过 式 (1) 变 形 而 


ж.9 a=b ，DD, 在 数学 上 我 们 也 可 以 通过 一 增 - 减 两 函数 在 


函数 值 相同 的 点 ,其 和 函数 取 最 小 值 找到 根据 )。 
二 、 积分 的 经 济 学 应 用 

在 边际 函数 的 讨论 中 ,我 们 知道 经 济 函 数 的 导 函 数 称 为 边际 。 
因此 ,我 们 可 以 通过 对 边际 函数 进行 积分 来 确定 所 需 函数 ,这 就 是 
积分 在 经 济 学 中 的 重要 应 用 。 

йз 已 知 边际 收入 函数 为 R'(Q) 二 8(1 十 Q) ,上 且 当 产 出 为 
0 时 ,总 收入 为 0。 求 总 收入 函数 。 

解 总 收入 函数 为 

к) =|к'‹д›до 
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-|sa+orae= jsa+oraa+g@) 


= 一 8(1+Q) +e CAO 
因 当 @Q=0 时 ,R=0, 则 c 一 8(1+0O '=8 


故 ;总 收入 函数 为 R(Q) 一 8 一人 
三 、 微 分 方程 在 经 济 学 中 的 应 用 


如 果 已 知 某 经 济 函 数 导数 的 表达 式 中 含有 此 经 济 函数 (比如 
弹性 )。 例 :R'(z) 一 x КС) ,我 们 利用 积分 方法 直接 求 R(x) 是 不 
容易 的 ,而 (微分 方程 ) 中 讲述 的 便 是 这 一 类 方程 的 解法 ,下 面 我 们 
通过 实例 来 分 析 。 

例 6 某 商 品 的 需求 量 О 对 价格 p 的 弹性 为 一 pln3。 已 知 该 
商品 最 大 需求 重 为 p= 二 0 时 ,Q 二 1200, 求 需求 量 对 价格 的 函数 关 
系 。 


ж кшн G =en. АНЯ 
И Осе тс 为 常数 ), 由 已 知 条 件 Q(0) 一 
1200 4:060) =ce"=< 一 1200, 于 是 :Q 一 1200。e "®” = 1200 + 


3 ,这 就 是 该 商品 的 需求 函数 。 
四 、 概率 在 产品 检验 和 生产 决策 中 的 应 用 


在 企业 产品 完工 之 后 必须 对 产品 进行 质量 检验 ,对 产品 数目 
较 多 的 企业 来 说 不 可 能 逐 件 检查 ,而 采取 (概率 论 ) 中 重复 试验 用 
频率 通 近 概 率 这 一 思想 可 对 合格 率 情况 进行 有 效 地 预测 分 析 。 另 
外 ,现代 企业 生产 经 常会 或 多 或 少 地 有 风险 性 .因而 通过 各 有 关 因 
素 的 未 来 状况 及 其 发 生 的 概率 (通过 往年 数据 归纳 得 来 ), 来 计算 
出 各 个 方案 的 期 望 值 ,并 将 它 作为 评价 方案 优 劣 的 标准 来 进行 决 
Ж, 

(一 ) 产品 检验 
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我 们 通过 采集 的 样本 中 次 品 所 占 的 比例 在 数学 中 称 为 这 一 事 
件 的 频率 。 我 们 需要 解决 的 是 如 何 使 这 个 观测 值 客观 地 反映 总 体 
(全 部 产品 ) 的 合格 率 。 

例 7 现在 有 一 批 完工 产品 1000 只 ,在 任意 抽检 10 只 中 发 
现 有 5 只 是 次 品 。 现 在 规定 1000 只 为 一 批 , 合 格 批 中 次 品 数 不 能 
超过 10 只 ,否则 用 户 将 退货 , 试 分 析 上 述 产品 是 否 合格 ? 

我 们 假设 这 批 产品 是 合格 的 ,那么 根据 规定 ,10 只 产品 中 次 
品 超过 1 只 的 可 能 性 很 小 ,当然 出 现 5 只 次 品 可 能 性 更 小 ,但 这 种 
小 概率 事件 发 生 了 ,我 们 有 理由 怀疑 这 批 产品 的 合格 性 。 自 然 ,以 
上 判断 有 可 能 是 错误 的 ,因为 频率 不 是 概率 ,但 这 种 情况 的 可 能 性 
是 非常 小 的 。 而 在 实际 问题 中 ,我 们 可 以 通过 多 次 采集 样本 ,根据 
数学 中 平均 值 思想 求 其 平均 值 ,以 尽量 使 结果 更 接近 代表 客观 性 
的 概率 ,使 因 误 检 带 来 的 企业 与 用 户 的 损失 减少 到 最 低 限 度 。 

(二 ) 生产 决策 

我 们 以 筹资 决策 来 介绍 概率 的 应 用 。 

在 经 济 学 中 ,如 果 企业 资金 有 借入 成 分 , 需 将 年 终 利 润 率 换算 


为 自 有 资金 利润 素 5, 公式 为 RAAME ARE oy 
润 率 一 借 人 资金 利息 率 ) ,以 真实 反映 企业 到 利 能 力 。 

в 假设 某 企 业 历年 经 济 状况 如 表 1 ,企业 资金 总 额 为 100 
万 元 ,今年 预计 获得 17 万 元 , 试 分 析 借入 资金 : 自 有 资金 比例 为 
О: 4、1: 1 时, 哪 种 筹资 方式 最 佳 ( 借 人 利息 率 分 别 为 12%、 
17%) 


Ri 
[вика | as HAED | нажоо 
| ns 


0.4 25 25 
0.4 15 15 
0.2 5 5 


=R 
nE 
> 本 表格 数据 由 往年 数据 归纳 来 
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于 是 后 两 种 情况 下 ,企业 利润 组 成 有 所 变化 。 


表 2 
经 济 状况 | ют + | 利润 总 额 | 利息 支出 ая% а 
《万 元 》 (万 元 ) 资金 额 БГ HAF 
ин 0.4 25 24 во 22.60 | 28.25% 
一 般 oa 15 24 во 12.60 | 15.75% 
EA 0.2 5 2.4 80 2.60 3.25% 
表 3 
ешки | ж ж наси | 利息 支出 自 有 宽 金 
《万 元 ) | (5 元 ) | жем | 利 м | наж 
较 好 0.4 25 8.5 50 16. 5 33% 
一般 0.4 15 8.5 50 6.5 13% 
LIA 02 5 8.5 зо -35 | ~% 


(1) 全 部 资金 为 自 有 资金 时 ,利润 率 均值 :&， 4X25% 十 
0.4X15% 十 0.2X5%=17%, 自 有 资金 利润 率 为 6,=Et, 二 17%， 
标准 差 Ор =[(25%—17%)°х0. 4+(15%—17%) X0. 4+ (5% 
—17%*х0. 2J} =7. 48% 

(2) 比例 为 1 : 4 时 ,同样 Eg: = 17%, 8: = 18. 254, Di: = 
9.35% 

(3) 比例 为 1 :1 时 ,E8,=17%,6,=17.00% ,D6,=14. 34% 

可 以 看 出 ,期 望 全 部 资金 利润 率 高 于 供 入 资金 利息 率 时 ,期 望 
自 有 资金 利润 率 会 提高 ,如 (2); 反 之 ,期 望 自 有 资金 利润 率 会 降 
低 , 投 资 风 险 也 会 增 大 (D8, 二 >D8;)。 于 是 企业 在 筹措 资金 时 应 根 
据 企 业经 营 状况 综合 分 析 , 以 减少 企业 投资 风险 ,提高 企业 一 利 能 
力 。 
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五 、 统计 思想 的 经 济 学 应 用 


在 实际 经 营业 务 时 ,许多 量 之 间 存 在 某 种 密切 联系 根据 数理 
统计 原理 ,可 以 通过 往年 资料 或 市 场 信息 来 通过 线性 回归 分 析 的 
方法 确定 各 量 间 关系 ,在 此 基础 上 进行 预测 分 析 . 其 具体 步骤 为 建 
立 回归 方程 ,通过 统计 数据 确定 未 知 系 数 的 值 ,进行 预测 分 析 。 我 
们 以 一 元 线性 回归 分 析 为 例 探讨 一 下 。 

-TREE N RAH Y Sator er Zy, Zx, Zry 为 观测 数 
据 相 应 和 ,于 是 可 以 解 得 


a= Zt Ху 3r: Хлу р пулу — ХлХу 
O nit (л) б 7 ат (Ул)* 
式 中 ,n 为 数据 个 数 。 


йэ 已 知 某 产品 从 1989 年 销售 实绩 у, 为 20.14.27.19、 
30, 用 一 元 线性 回归 法 预测 1994 年 .1995 年 销售 额 。 

ж 以 为 时 间 序 列 ,适当 取 值 使 Zr=0,(z 取 一 2, 一 1,0， 
1,2) 使 a.b 公式 简化 , 则 Ут = 0, у= 110,5лу= 25,517 = 10, M 
由 公式 得 :a 一 22,6 一 2.5 

回归 方程 为 > 一 22 十 2. 5т, їй 1994、1995 年 对 应 时 间 为 3.4， 
M yw 一 22 十 3X2.5 一 29.5( 万 元 );yiows 一 22 十 4X2.5 一 32( 万 
元 ), 故 预测 销售 额 为 29. 5 万 元 ,32 万 元 。 

当然 实际 工作 中 会 有 2 元 ,3 元 情况 ,可 以 用 同样 方法 来 进行 
经 济 预 测 。 


六 、 运 筹 学 的 经 济 学 应 用 


运筹 学 应 用 主要 体现 在 线性 规划 法 进行 最 优 决 策 上 。 线 性 规 
划 是 根据 运筹 学 的 原理 对 具有 线性 联系 的 极 值 问题 进行 求解 而 确 
定 最 优 方案 的 决策 方法 .在 有 若干 约束 条 件 的 情况 下 ,这 种 方法 能 
够 帮助 管理 人 员 对 合理 组 织 人 力 、 物 力作 出 最 优 决 策 , 使 企业 资源 
最 优 配置 ,获得 最 大 利润 ,提高 企业 经 济 效益 。 
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从 运筹 学 知道 ,线性 规划 问题 描述 如 下 : 

max( 或 min)Z = сул, + сыт: 十 H сл, 
b 
аут + ant: + + a nz, = b; 


anz, + ат; += + a Ina, 


алх + амла 十 … + a mnz, = bu 
жуул; Ts 120 
式 中 ,2 为 目标 函数 ;cyany 妈 (一 1,2,…,nij 一 1,2,…,m) 为 常 
数 ;z(i 二 1,2,…,n) 为 决策 度量 。 
例 10 某 工厂 计划 生产 三 种 产品 4、.B8.C、 生 产 所 需 劳动 力 ， 
原料 及 所 得 利润 如 下 表 。 工厂 每 天 只 能 提供 200kg 原料 ,150 工时 
劳动 力 ,在 这 两 个 条 件 下 ,如 何 安 排 生产 使 利润 最 高 ? 


аз а 
单位 产品 所 需 劳动 力 (h) 


单位 产品 所 逢 原料 (kg) 
单位 产品 所 歼 利润 (元 ) 


# roren HER ABC 的 日 产量 ,Z 为 总 利润 , 则 问 
题 变 为 
тах2 = 4z, + 22. + Злу 
Tx, + 3л, + 6z; < 150 
эы fe + 4a, + 52, < 120 
т, m n20 
ARE б А BT DA 8. АПТ у X = (0,30,0,150.0). F 
是 :只 安排 B 产品 生产 可 使 利润 最 大 为 2 三 60( 元 )。 
在 实际 问题 中 , 随 市 场 供求 变化 ,以 上 信息 会 发 生变 化 ,企业 
根据 变化 信息 及 时 调整 产品 结构 ,以 使 企业 实现 最 大 利润 ,满足 市 
场 经 济 的 需要 ,为 企业 的 发 展 创造 有 利 的 环境 和 条 件 。 
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[评析 ] 


1. 选 题 内 容 

《经 济 问题 中 的 数学 方法 ) 这 篇 毕业 论文 ,属于 数学 应 用 论文 
范畴。 

数学 应 用 于 经 济 和 管理 ,解决 经 济 实际 问题 ,促进 经 济 建设 和 
经 济 发 展 具 有 重大 意义 ,也 是 当前 和 今后 研究 的 重大 课题 ,热点 问 
题 。 

作者 能 运用 所 学 的 数学 分 析 、 概 率 论 和 数理 统计 、 微 分 方程 等 
专业 课 理论 知识 ,解决 经 济 上 的 问题 ,内 容 涉及 到 经 济 学 术语 和 原 
理 , 经 济 数学 、 运 筹 学 等 广泛 的 知识 领域 。 

作者 专业 基础 理论 知识 扎实 ,具有 自学 和 研究 能 力 。 能 从 课外 
的 边缘 学 科 选 题 , 并 结合 典型 的 经 济 模型 和 实际 问题 ,分 析 高 等 数 
学 思想 方法 在 经 济 问题 中 的 具体 应 用 ,揭示 出 解决 复杂 经 济 问题 
的 数学 思想 方法 及 其 市 场 经 济 的 意义 。 

作者 选 题 方向 、 选 题 内 容 好 ,符合 毕业 论文 的 选 题 原则 和 选 是 
要 求 。 

2. 题目 确定 

由 于 作者 选 题 内 容 广泛 :导数 的 经 济 学 应 用 ;积分 的 经 济 学 应 
用 ;微分 方程 在 经 济 学 中 的 应 用 ;概率 在 产品 检验 和 生产 决策 中 的 
应 用 ;统计 思想 的 经 济 学 应 用 。 作 者 针对 上 述 内 容 面 广 、 用 到 的 数 
学 工具 多 ,确定 以 (经 济 问题 中 的 数学 方法 ) 为 论文 题目 ,这 个 题目 
确切 ,能 反映 出 论文 主旨 和 内 容 深度 .范围 ,也 便于 展开 写 。 
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根据 论文 内 容 , 原 题目 (高 等 数学 在 经 济 上 的 几 点 应 用 ) 太 一 
般 化 了 ,把 诛 题 目 修改 为 (经济 问题 中 的 数学 方法 》, 其 分 段 标题 也 
适当 改 的 小 一 点 ,显得 论文 题目 更 贴切 ,更 富有 “文学 "性 了 。 

з. 撰写 新 意 

作者 不 仅 选 题 内 容 丰 富 ,而 且 在 论述 分析、 归纳 过 程 中 ,有 自 
己 的 独立 新 见解 ,有 创作 新 意 。 主 要 体现 在 : 

(1) 能 从 专业 课 以 外 的 其 他 学 科 里 选 题 ,并 利用 自己 学 过 的 
专业 课 的 理论 和 方法 解决 某 些 有 理论 意义 或 实际 意义 的 经 济 问 
ш; 

《2) 作者 能 将 多 学 科 的 知识 相互 渗透 ,用 自己 的 话 分 析 、 论 
述 、 例 解 有 新 特点 。 

论文 的 结构 ,写作 技法 ,符合 毕业 论文 写作 要 求 。 

4. 评析 建议 

综 上 所 述 ,( 经 济 问题 中 的 数学 方法 ) 是 一 篇 优秀 毕业 论文 。 

作者 专业 理论 知识 扎实 ,自学 、 钻 研 能 力 强 。 论 文 内 容 选 择 应 
再 集中 一 些 , 如 利用 已 有 的 模型 解决 经 济 中 的 问题 ,或 建立 模型 ， 
这 样 ,不 仅 能 确定 出 好 题目 ,而 且 论 文 的 水 平 会 更 高 。 


例文 4 
一 类 微分 方程 建 模 探讨 


数学 系 94 本 ERF 


摘 要 大 学 教材 中 ,涉及 微分 方程 实际 应 用 的 内 容 极 少 提 
及 ,本 文 针 对 一 类 含有 肯 时 变化 率 的 问题 ,探讨 了 如 何 通过 建立 微 
分 方程 模型 来 解决 此 类 实际 问题 。 

关键 词 瞬时 变化 率 数学 模型 建 模 微分 方程 模型 йл 
分 析 法 
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一 、 问 题 的 提出 


在 实际 生活 中 ,党 遇 到 这 种 问题 , 即 需要 知道 两 个 变量 之 间 的 
关系 式 或 一 个 变量 随 另 一 个 变量 变化 的 规律 。 先 看 下 面 的 例子 。 

例 1 某 人 的 食量 是 10467 焦 / 天 (J/d), 其 中 5038]/4 用 于 基 
本 的 新 陈 代谢 ( 即 自动 消耗 ). 在 健身 训练 中 ,他 所 消耗 的 热量 大 约 
是 69J/(kg *d) 乘 以 他 的 体重 (kg) ,假设 以 脂肪 形式 由 基 的 热量 
100% 的 有 效 , 而 1kg 脂肪 全 热量 41868], 试 研究 此 人 的 体重 随时 
间 变 化 的 规律 

[分 析 ] 题目 中 虽 没 有 * 导 数 "这 样 的 关键 词 出 现 ,但 我 们 可 
以 把 视线 移 到 最 后 的 问题 上 ,如 果 把 体重 W 看 作 关于 时 间 ШЕ 
统 函数 ,我 们 就 能 找到 一 个 含 9 的 微分 方程, 并 以 此 来 表示 关于 
WONRMXK. 

例 2 一 个 星期 天 , 某 人 驾车 在 正午 时 分 离开 А 处 ,下 午 3， 
20 分 到 达 哺 处 。 如 速度 计 所 指出 的 屠 样 ,他 从 静止 开始 均匀 地 加 
速 , 当 他 到 达 及 处 时 ,速度 为 60 公里 /小 时 (km/b), 间 从 A BI B 
有 多 通 ? 

[分 析 ] 由 题目 所 给 的 条 件 ,速度 计 读数 均匀 增加 意味 着 车 
未 是 时 间 的 线性 连续 秀 数 ,而 速度 又 是 距离 关于 时 间 的 导数 ,于 是 
mamaia 

例 3 细菌 的 增长 率 与 意 数 成 正比 ,如 果 细菌 总 数 在 24h 内 
由 100 增长 为 400, 那 么 ,前 12h 后 总 数 是 多 少 ? 

[分 析 ] 第 一 句 话说 的 是 任何 瞬间 都 成 立 的 事实 ,第 二 句 则 
给 出 了 特定 阴间 的 信息 ,如 果 我 们 用 y(! 表 示 总 数 , 则 旦 一 避 。 

我 们 不 难 发 现 , 上 述 三 个 例题 有 一 个 共同 特征 , 即 题目 中 都 直 
接 给 出 或 隐 含 有 瞬时 变化 率 的 信息 ,而 用 微分 方 程 则 可 以 很 好 地 
描述 出 这 一 特征 ,因此 ,可 通过 建立 微分 方 各 模型 米 解 决 。 此 关 问 
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题 在 实际 生活 中 还 有 很 多 ,如 物理 学 中 的 “速率 "问题 ,经 济 学 中 的 
“边际 "问题 等 。 


二 、 建 立 微分 方程 模型 


1. 数学 模型 

数学 模型 可 以 描述 为 对 于 现实 世界 的 一 个 特定 的 对 象 ,为 了 
-个 特定 的 目的 ,根据 特有 的 内 在 规律 ,做 出 一 些 必 要 的 简化 假 
设 , 运 用 适当 的 数学 工具 ,得 到 的 一 个 数学 结构 .具体 说 来 ,数学 模 
型 就 是 为 了 某 种 目的 ,用 字母 ,数字 及 其 他 数学 符号 建立 起 来 的 等 
式 或 不 等 式 以 及 图 表 、 图 像 . 杠 图 ,程序 等 来 描述 客观 事物 的 特征 
及 其 关系 。 

数学 模型 有 两 个 特点 :其 一 , 它 是 一 种 纯 关系 结构 ,是 经 过 数 
学 抽象 扬弃 了 一 切 与 关系 无 本 质 联系 的 属性 后 的 系统 ;其 二 ,这 种 
结构 是 用 数学 概念 和 数学 符号 来 描述 的 。 

特制 问题 和 对 象 的 多 样 性 , 带 来 了 数学 模型 的 多 样 性 ,对 一 个 
较 复杂 的 客体 对 象 抽象 出 来 的 数学 模型 ,往往 不 是 单一 类 型 的 ,而 
是 一 种 复合 型 的 模型 。 

2. 微分 方程 模型 

在 前 面 例 题 中 我 们 已 经 分 析 过 , 当 描 述 实际 对 象 的 某 些 特性 
随时 间 ( 或 空间 ) 而 演变 的 过 程 ,分 析 它 的 变化 规律 时 , 亦 即 问题 中 
含有 瞬时 变化 率 因 素 时 ,通常 可 以 通过 建立 微分 方程 模型 来 解决 。 
微分 方程 是 用 机 理 分 析 方法 研究 此 类 问题 的 重要 工具 。 一 般 数学 
模型 建立 的 要 求 和 步骤 对 它 同 样 适用 ,而 * 变 化 率 "的 假设 与 推导 
是 建立 微分 方程 模型 的 关键 。 

(1) 建立 微分 方程 模型 常用 的 方法 

人 微 元 分 析 法 

自然 界 中 有 许多 现象 满足 的 规律 是 通过 变量 的 微 元 之 间 的 关 
系 来 表达 的 。 对 于 这 类 问题 我 们 不 能 直接 列 出 自 变量 和 未 知 函 数 
及 变化 率 之 间 的 关系 式 ,而 是 通过 微 元 分 析 法 ,利用 已 知 的 规律 建 
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立 一 些 度量 ( 自 变量 与 未 知 函 数 ) 的 微 元 之 间 的 关系 式 , 然 后 再 通 
过 取 极 限 的 方法 得 到 微分 方程 。 


如 例 1 ,体重 的 变化 /天 = 人 каа) 4 Ai--0, 则 得 到 9 一 


00 12000160 ,于 是 一 个 一 阶 常 微分 方程 建立 起 来 了 。 下 


面 只 要 利用 所 给 初始 条 件 , 即 可 求 出 体重 随时 间 变化 的 规律 (过 程 
ш): 


w= no - go g 1603 |ехрс- 16/1000) 


оО 按 变化 规律 直接 列 方程 

即 利 用 人 们 热 悉 的 力学 ,数学 ,物理 、 化 学 等 学 科 中 的 规律 ,如 
牛顿 第 二 定律 ,放射 性 物质 的 放射 规律 等 ,对 某 些 实际 问题 直接 列 
出 微分 方程 ,如 例 2、 例 3。 

图 模拟 近似 法 

在 生物 、 经 济 等 学 科 中 ,许多 现象 所 满足 的 规律 并 不 很 清楚 ， 
而 且 现象 也 相当 复杂 ,因而 需要 根据 大 重 的 实际 资料 或 实验 数据 ， 
提出 各 种 假设 。 在 一 定 的 假设 下 ,给 出 实际 现象 所 满足 的 规律 , 然 
后 用 适当 的 数学 方法 列 出 微分 方程 。 ү 

在 实际 建 模 过 程 中 ,上 述 方法 往往 是 综合 应 用 ,不 论 应 用 哪 一 
种 方法 ,通常 要 根据 实际 情况 ,作出 一 定 的 假设 与 简化 ,并 要 把 模 
型 的 理论 或 计算 结果 与 实际 情况 进行 对 照 检验 ,以 修改 模型 使 之 
更 准确 地 描述 实际 问题 并 进而 达到 预报 预测 的 目的 。 

《2) 建立 微分 方程 模型 的 若干 准则 (以 微 元 分 析 法 为 例 ) 

这 些 准则 实际 上 也 是 描述 了 一 阶 微分 方程 模型 的 建 模 步 又 。 
因为 问题 最 终 是 为 了 找到 微分 方程 的 一 条 解 曲 线 ,所 以 如 果 你 知 
道 了 曲线 上 每 一 点 的 导数 以 及 它 的 起 始点 ,那么 你 就 能 构造 出 这 
条 解 曲线 。 这 几 条 准则 如 下 : 

Ф 翻译 ,也 称 转化 。 这 一 步 要 完成 的 是 把 实际 问题 中 出 现 的 
表示 “导数 ”的 常用 词 (如 “速率 "、“ 衰 变 ”“ 边 际 ” 等 ) 找 出 来 ,并 用 
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导数 加 以 表示 。 

注意 :不 少 问题 都 遵循 下 面 的 模式 : 

净 变 化 率 = 输入 率 一 输出 率 

如 果 能 够 理解 这 个 模式 ,那么 所 需 的 微分 方程 就 近 在 巾 尺 了 。 

O 建立 瞬时 表达 式 。 微分 方程 是 一 个 在 任何 时 刻 都 必须 正确 
的 瞬时 表达 式 ,这 是 数学 问题 的 核心 ,因此 ,找到 了 表示 “导数 ”的 
关键 词 后 ,这 - 步 要 根据 自 变 量 有 微小 改变 A 时 因 变 量 的 增 量 
Ay ETE М 时 段 上 的 增 量 表达 式 , 令 A1-*0, 即 可 得 到 dy/dt 的 
表达 式 , 从 而 构造 出 微分 方程 。 

© 配备 物理 单位 。 在 建 模 中 应 注意 每 一 项 采用 同样 的 物理 单 
位 。 

@ 叙述 给 定 的 条 件 。 这 些 条 件 独立 于 微分 方程 而 成 立 , 是 关 

于 系统 在 某 一 特定 时 刻 或 边界 上 的 信息 .在 解 出 方程 后 ,利用 它们 
来 确定 有 关 的 常数 (如 比例 系数 等 ), 为 了 完整 充分 地 给 出 问题 的 
数学 陈述 ,应 将 这 些 给 定 的 条 件 和 微分 方程 一 起 写 出 。 

® 写 出 清楚 框架 ,在 着 手 研究 一 个 问题 时 ,一 个 好 的 方式 就 
是 写 出 你 所 知道 的 有 关 这 个 问题 的 每 一 件 事 ,用 框框 、 黑 点 或 其 他 
符号 标 出 关键 语句 或 主要 步骤 (在 下 文 例题 中 ,将 以 。" 标 出 关键 
语句 ) 这 些 步 又 的 全 体 叫 做 框 架 。 比 如 在 一 个 典型 问题 中 , 当 你 依 
次 得 到 下 面 这 些 结果 时 ,关键 步骤 就 完成 了 : 

”把 用 语言 叙述 的 情况 概念 化 为 文字 方程 ; 

”陈述 出 所 涉及 的 原则 或 物理 定律 
微分 方程 ; 
给 定 的 各 种 条 件 , 包 括 初始 条 件 或 其 他 条 件 ; 

”微分 方程 的 解 ; 

， 求 出 常数 的 值 ， 

”问题 的 答案 。 

框架 已 建立 ,在 问题 中 每 一 步 的 目的 就 是 为 了 完成 框架 中 下 
一 步 要 做 的 事 。 
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有 关 解 决 微分 方程 实际 应 用 题 的 一 般 原则 就 是 这 些 , 要 得 到 
更 多 的 对 解 题 过 程 的 感性 认识 ,下 来 来 解决 几 个 问题 。 


=, 典型 例题 


1. 某 人 的 食量 是 10467J/d, 其 中 5038J/d 用 于 基本 的 新 陈 代 
谢 ( 即 自动 消耗 ), 在 健身 训练 中 ,也 所 消耗 的 热量 大 约 是 69jJ/(kg 
+ d) 乘 以 他 的 体重 (kg), 假 设 以 脂 仿 形式 贮藏 的 热量 100% 的 有 
效 , 而 1kg 脂肪 含 热量 41868], 试 研究 此 人 的 体重 随时 间 变化 的 
规律 。 
这 是 前 面 分 析 过 的 例 1, 下 面 用 微分 方程 建 模 的 方法 给 出 它 
的 详细 解答 。 
解 ” 问 题 中 所 涉及 的 时 间 仅 仅 是 “每 天 ”, 因 此 对 “每 天 ”: 
体重 的 变化 = 输入 一 输出 
其 中 ,输入 是 扣除 了 基本 新 陈 代谢 之 外 的 净重 量 吸收 ;输出 就 
是 进行 健身 训练 中 的 消耗 (WPE) 。 
由 于 考虑 的 是 导数 ,上 面 的 陈述 可 以 合并 为 更 好 的 概念 性 陈 
ж: 
， 体 重 的 变化 /每 天 二 净 吸收 量 /每 天 一 WPE/ 每 天 
而 净 吸收 量 /每 天 = 二 10467(J/d) 一 5038(J/d) 
一 5429(J/d) 
净 输 出 量 / 每 天 一 69(J/(kg +d) XW (kg) 
=69W(J/d) 


体重 的 变化 /每 天 一 2 (kg/d) 
ж/а 
ЕВ © Ж Ж ШЕЛ ОР ЕЕ Н.Ж ЖЩ 
重量 (kg) 的 形式 给 出 ,考虑 单位 的 匹配 ,利用 
千克 /天 = 净 焦 /天 /41868J/kg 


代入 数据 得 到 
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SUMUS 10000 
这 个 式 子 可 用 物理 单位 检验 如 下 
你 /天 一 ( 集 / 千克 。 天 )。 千 克 
千克 /天 = 焦 /千克 
上 述 微 分 方程 是 一 阶 线性 的 ,答案 中 有 一 个 积分 常数 ,因此 给 
出 一 个 定 解 条 件 ; 


”Wl1,-。o 二 Wo( 一 天 开始 时 他 的 体重 为 Wo) 
至 此 该 问题 的 微分 方程 模型 已 建立 ,下 面 用 分 离 变 量 法 求解 
dw dt 


1300 — 16W ~ 10000° 


1 = = 
161911300 一 16W| = +e 


A 
10000 

利用 初始 条 件 ,c= 一 下 In11300 一 16W。| 

从 而 11300 一 16W | 二 11300 一 16W。jexp( 一 16t:/10000) 

因为 指数 因子 为 正 , 所 以 (1300 一 16W) 与 (1300 一 16W,) 同 
号 , 故 可 去 掉 绝 对 值 符号 ,得 

1300 — 16W = (1300 一 16Wo)exp(— 16t/10000) 
解 出 W 


= ехр(—16!/10000) a) 


显然 ,由 КЫМ, 体重 有 稳定 值 


їз, = бщ) = 81. 25(kg) 


则 式 (1) 即 描述 了 该 人 体重 随时 间 变 化 的 规律 。 

2. 在 一 个 巴基斯坦 洞穴 里 ,发 现 了 具有 古代 尼 安 德 时 人 特征 
的 人 骨 碎 片 , 科 学 家 们 把 它们 带 到 实验 室 , 作 碳 14 年 代 测定 ,分 析 
表明 ,C* 与 C* 的 比例 仅仅 是 活体 组 织 内 的 6. 24 和 站 ,此 人 生活 在 
多 少年 前 ? 

(C"* 年 代 测定 :活体 中 的 碳 有 一 小 部 分 是 放射 性 同位 素 С". 

+ 250, 


1600 -| 1600—18) 


这 种 放射 性 碳 是 由 于 字 宙 射线 在 高 层 大 气 中 的 撞击 引起 的 ,经 过 
一 系列 交换 过 程 进入 活体 组 织 中 ,直到 在 生物 体 中 达到 平衡 浓度 。 
这 意味 着 在 活体 中 C* 的 数量 与 稳定 的 C* 的 数量 成 正比 。 生 物体 
死 后 ,交换 过 程 就 停止 了 .放射 性 碳 便 以 每 年 八 千 分 之 一 的 速度 减 
少 。) 

Ж ”我 们 的 实际 问题 是 ;这 人 死去 多 久 ?” 

F: :一 死 后 年 数 


сч 

эө = (шт) 
由 生物 死 后 Cv 是 zi/ 年 的 速度 减少 , 则 
+ dy/dt= о) 


8000 
此 为 一 阶 微分 方程 ,积分 后 有 一 常数 , 故 给 出 定 解 条 件 ， 
б ?| -= yw, 即 活体 中 C" 的 比例 
通 解 为 : уде" 
ЖНА а, Ж 
ЫР ы, жары 
问题 要 求 у=0.0624у, 时 的 z。 
Л 0. 0624yo 一 yoe “1% 
+ t= —80001п0. 0624~22400yr 
这 就 是 此 人 的 死亡 年 数 。 
3. 一 滴 球 形 雨 漓 ,以 与 它 的 表面 积 成 比例 的 速度 蒸发 。 求 其 
ЖЕУ 关于 时 间 的 函数 式 。 
解 ” 设 雨滴 的 半径 为 -C2), 则 


表面 积 为 S 一 4zr*， 体积 为 了 一 二 mr 


由 体积 分 式 


З иљ 
ат 


把 表面 积 转化 为 体积 表达 式 


。r 一 
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= 4r. 3vo = Sy 
S= 4r (27 ) iv 


由 问题 知 ,雨滴 以 与 表面 积 成 比例 的 速度 蒸发 , 求 体积 关于 时 
间 上 的 函数 式 ,得 


+ ууй = =S= — У "а 为 比例 常数 ) 


+ 21-148 
“dV/dt= 一 kV*( 负 号 表示 减少 ) 
这 是 一 个 一 阶 常 微分 方程 ,有 一 个 定 解 条 件 
Ио 
至 此 ,微分 方程 模型 已 建立 。 
用 分 离 变 最 法 求解 ,得 通 解 为 
* у=[(—и+‹)/3]' 
利用 初始 条 件 ,得 с=з? 


代入 通 解 得 
. у-и)" 
此 即 为 雨滴 体积 关于 时 间 的 函数 式 。 
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[评析 ] 


1. 选 题 内 容 
《一 类 微分 方程 建 模 探 讨 ) 这 篇 毕业 论文 ,属于 数学 应 用 论文 
范畴 。 
微分 方程 建 模 可 分 为 动态 模型 和 稳定 状态 模型 。 作 者 选择 了 
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前 者 ,并 针对 常 微分 方程 教材 中 涉及 实际 应 用 问题 极 少 的 情形 , 选 
择 了 一 类 含有 肯 时 变化 率 的 问题 ,探讨 如 何 通 过 建立 微分 方程 模 
型 来 解决 这 一 类 的 实际 问题 ,从 而 通过 分 析 、 归 纳 ,揭示 此 类 微分 
方程 建 模 的 思想 方法 。 

作者 专业 基础 理论 知识 扎实 ,具有 自学 和 研究 能 力 .能 从 教材 
涉及 内 容 少 的 领域 内 ,选择 教学 难点 为 选 题 , 选 题 内 容 好 ,符合 毕 
业 论文 选 题 原则 和 选 题 要 求 。 

2. 题目 确定 

微分 方程 建 模 内 容 十 分 广泛 ,利用 已 有 的 模型 解决 实际 问题 
或 对 复杂 的 实际 问题 建立 数学 模型 不 是 一 件 容 易 的 事 , 难 度 都 很 
大 , 欲 确定 一 个 好 题目 也 是 困难 的 。 对 此 ,作者 根据 上 述 选 题 内 容 
及 论文 主旨 ,确定 以 (一 类 微分 方程 建 模 探讨 ) 为 论文 题目 ,这 个 题 
目 适中 .确切 ,能 反映 出 论文 主旨 和 内 容 深 度 、 范 围 ,便于 展开 写 。 

з. 撰写 新 意 

作者 不 仅 选 题 内 容 集 中 ,论文 题目 适中 ,而 且 在 分 析 、 归 纳 过 
程 中 ,有 自己 独立 的 见解 ,有 创作 新 意 。 主 要 体现 在 : 

СУ 能 从 教材 被 忽视 的 地 方 选 题 ; 

(2) 作者 能 从 大 量 资料 中 ,巧妙 地 只 选择 了 含 * 变 化 率 "的 一 
类 实际 问题 ,由 问题 的 提出 ,通过 对 实例 的 具体 分 析 、 探 讨 ,很 自然 
地 归纳 、 揭 示 出 “一 类 微分 方程 建 模 ” 的 思想 和 方法 。 

论文 语言 通俗 易 懂 ,论文 结构 、 写 作 技法 符合 毕业 论文 写作 要 
求 。 

4. 评析 建议 
综 上 所 述 ,( 一 类 微分 方程 建 模 探 讨 ) 是 一 篇 优秀 毕业 论文 , 作 

者 专业 理论 知识 扎实 ,自学 .钻研 能 力 强 ,写作 基础 好 , 若 在 选 题 内 
容 上 下 功夫 ,论文 的 水 平 会 更 高 ,会 达到 一 定 的 深度 。 
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附录 


国内 主要 数学 刊物 名 录 


大 学 学 报 (自然 科学 报 ) 


刊 名 
北京 大 学 学 报 
清华 大 学 学 报 
北京 师范 大 学 学 报 
首都 师范 大 学 学 报 
北京 工业 大 学 学 报 
复旦 大 学 学 报 
华东 师范 大 学 学 报 
同济 大 学 学 报 
上 海 交通 大 学 学 报 
华东 理工 大 学 学 报 
天 津 大 学 学 报 
南开 大 学 学 报 
天 津 师范 大 学 学 报 
大 连理 工大 学 学 报 
辽宁 师范 大 学 学 报 
东北 大 学 学 报 
沈阳 工业 大 学 学 报 
吉林 大 学 自然 科学 学 报 


东北 师范 大 学 学 报 


北京 市 
北京 市 
北京 市 . 
北京 市 . 
北京 市 . 
上 海 市 . 
上 海 市 
ет. 
上 海 市 . 
南京 市 . 
кт. 
天 津 市 . 
天 津 市 . 
大 连 市 . 
大 连 市 . 
沈阳 市 . 
沈阳 市 . 
长 春 市 . 


长 春 市 . 


地 址 
北京 大 学 学 报 编辑 部 
清华 大 学 学 报 编辑 部 
北京 师范 大 学 学 报 编辑 部 
首都 师范 大 学 学 报 编辑 部 
北京 工业 大 学 学 报 编辑 部 
复旦 大 学 学 报 编辑 部 
华东 师范 大 学 学 报 编辑 部 
同济 大 学 学 报 编辑 部 
上 海 交通 大 学 学 报 编辑 部 
华东 理工 大 学 学 报 编辑 部 
天 津 大 学 学 报 编辑 部 
南开 大 学 学 报 编辑 部 
天 津 师范 大 学 学 报 编辑 部 
大 连理 工大 学 学 报 编辑 部 
辽宁 师范 大 学 学 报 编辑 部 
东北 大 学 学 报 编辑 部 
沈阳 工业 大 学 学 报 编辑 部 
吉林 大 学 自然 科学 学 报 编辑 
部 
东北 师范 大 学 学 报 编辑 部 
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吉林 工业 大 学 学 报 
延边 大 学 学 报 
哈尔滨 工业 大 学 学 报 


哈尔滨 工程 大 学 学 报 


哈尔滨 科学 技术 大 学 学 报 


哈尔滨 师范 大 学 学 报 


内 蒙古 大 学 学 报 
内 蒙古 师范 大 学 学 报 


河北 大 学 学 报 
河北 师范 大 学 学 报 
山西 大 学 学 报 
太原 工业 大 学 学 报 
西北 大 学 学 报 
西安 交通 大 学 学 报 
陕西 师范 大 学 学 报 
延安 大 学 学 报 
西北 师范 大 学 学 报 
兰州 大 学 学 报 

新 疆 大 学 学 报 

中 国 科学 技术 大 学 学 报 
安徽 大 学 学 报 
安徽 师范 大 学 学 报 
南京 大 学 学 报 
南京 师范 大 学 学 报 
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长 春 市 - 
吉林 延吉 


哈尔滨 市 - 


哈尔滨 市 


哈尔滨 市 . 


哈尔滨 市 . 


呼和浩特 
呼和浩特 


保定 市 . 
石家庄 市 
太原 市 . 
кий. 
西安 市 . 
西安 市 . 
西安 市 . 
延安 市 . 
兰州 市 . 
兰州 市 . 
乌鲁木齐 
合肥 市 . 
вет. 
芜湖 市 . 
南京 市 
南京 市 . 


吉林 工业 大 学 学 报 编辑 部 

市 . 延边 大 学 学 报 编辑 部 

险 尔 滨 工 业 大 学 学 报 编辑 

部 

哈尔滨 工程 大 学 学 报 编辑 

部 

哈尔滨 科技 大 学 学 报 编辑 

部 

哈尔滨 师范 大 学 学 报 编辑 

部 

市 . 内 蒙古 大 学 学 报 编辑 部 

市 . 内 蒙古 师范 大 学 学 报 编 
辑 部 

河北 大 学 学 报 编辑 部 

+ 河北 师范 大 学 学 报 编辑 部 

山西 大 学 学 报 编辑 部 

太原 工业 大 学 学 报 编辑 部 

西北 大 学 学 报 编辑 部 

西安 交通 大 学 学 报 编辑 部 

陕西 师范 大 学 学 报 编辑 部 

延安 大 学 学 报 编辑 部 

西北 师范 大 学 学 报 编辑 部 

兰州 大 学 学 报 编辑 部 

市 . 新疆 大 学 学 报 编辑 部 

中 国 科技 大 学 学 报 编辑 部 

安徽 大 学 学 报 编辑 部 

安徽 师范 大 学 学 报 编辑 部 

南京 大 学 学 报 编辑 部 

南京 师范 大 学 学 报 编辑 部 


河 海 大 学 学 报 

中 国 矿业 大 学 学 报 
江苏 理工 大 学 学 报 
苏州 大 学 学 报 

新 浙江 大 学 学 报 
浙江 师范 大 学 学 报 
厦门 大 学 学 报 
福州 大 学 学 报 
福州 师范 大 学 学 报 
华侨 大 学 学 报 
郑州 大 学 学 报 
河南 大 学 学 报 
河南 师范 大 学 学 报 
武汉 大 学 学 报 
华中 理工 大 学 学 报 
华中 师范 大 学 学 报 
湖北 大 学 学 报 
湖南 大 学 学 报 
湘潭 大 学 学 报 
湖南 师范 大 学 自然 科学 学 
报 

国防 科技 大 学 学 报 
山东 大 学 学 报 
山东 师范 大 学 学 报 
曲阜 师范 大 学 学 报 
青岛 海洋 大 学 学 报 
山东 工业 大 学 学 报 
青岛 大 学 学 报 
济南 大 学 学 报 


南京 市 
徐州 市 - 
镇 江 市 . 
苏州 市 . 
杭州 市 . 
金华 市 - 
厦门 市 
福州 市 . 
福州 市 . 
泉州 市 - 
郑州 市 
开封 市 . 
新 乡 市 . 
武汉 市 . 
武汉 市 . 
武汉 市 
武汉 市 . 
长 沙市 
湘潭 市 - 
Кт. 


长 沙市 . 
济南 市 - 
济南 市 
йи. 
青岛 市 
济南 市 . 
青岛 市 . 
济南 市 . 


河 海 大 学 学 报 编辑 部 
中 国 矿业 大 学 学 报 编辑 部 
江苏 理工 大 学 学 报 编辑 部 
苏州 大 学 学 报 编辑 部 
新 浙江 大 学 学 报 编辑 部 
浙江 师范 大 学 学 报 编辑 部 
厦门 大 学 学 报 编辑 部 
福州 大 学 学 报 编辑 部 
福州 师范 大 学 学 报 编辑 部 
泉州 华侨 大 学 学 报 编辑 部 
郑州 大 学 学 报 编辑 部 
河南 大 学 学 报 编辑 部 
河南 师范 大 学 学 报 编辑 部 
武汉 大 学 学 报 编辑 部 
华中 理工 大 学 学 报 编辑 部 
华中 师范 大 学 学 报 编辑 部 
湖北 大 学 学 报 编辑 部 
湖南 大 学 学 报 编辑 部 
湘潭 大 学 学 报 编辑 部 
湖南 师范 大 学 自然 科学 学 报 
编辑 部 
国防 科技 大 学 学 报 编辑 部 
山东 大 学 学 报 编辑 部 
山东 师范 大 学 学 报 编辑 部 
曲阜 师范 大 学 学 报 编辑 部 
青岛 海洋 大 学 学 报 编辑 部 
山东 工业 大 学 学 报 编辑 部 
青岛 大 学 学 报 编辑 部 
济南 大 学 学 报 编辑 部 
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南昌 大 学 学 报 
江西 师范 大 学 学 报 
中 山大 学 学 报 
汕头 大 学 学 报 
华南 师范 大 学 学 报 
广西 大 学 学 报 
广西 师范 大 学 学 报 
成 都 科技 大 学 学 报 
四 川 大 学 学 报 
四 川 师范 大 学 学 报 
重庆 大 学 学 报 
云南 大 学 学 报 
云南 师范 大 学 学 报 
贵州 大 学 学 报 
贵州 师范 大 学 学 报 
宁夏 大 学 学 报 


刊 名 
数学 学 报 
数学 进展 


数学 年 刊 
数学 季刊 


数学 的 实践 与 认识 


数学 研究 
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南昌 市 
南昌 市 . 
广州 市 . 
汕头 市 . 
广州 市 
жтт. 
南宁 市 
成 都 市 . 
成 都 市 - 
成 都 市 . 
重庆 市 
昆明 市 . 
RAN. 
贵阳 市 . 
贵阳 市 - 
银川 市 . 


南昌 大 学 学 报 编辑 部 
江西 师范 大 学 学 报 编辑 部 
中 山大 学 学 报 编辑 部 
油 头 大 学 学 报 编辑 部 
华南 师范 大 学 学 报 编辑 部 
广西 大 学 学 报 编辑 部 
广西 师范 大 学 学 报 编辑 部 
成 都 科技 大 学 学 报 编辑 部 
四 川 大 学 学 报 编辑 部 
四 川 师范 大 学 学 报 编辑 部 
重庆 大 学 学 报 编辑 部 
云南 大 学 学 报 编辑 部 
云南 师范 大 学 学 报 编辑 部 
贵州 大 学 学 报 编辑 部 
贵州 师范 大 学 学 报 编辑 部 
宁夏 大 学 学 报 编辑 部 


专业 数学 期 刊 


北京 市 
北京 市 . 


上 海 市 
ян. 


北京 市 . 


厦门 市 . 


地 址 
中 关 村 中 科 院 数学 研究 所 
北京 大 学 数学 系 (数学 进 
展 ) 编 辑 部 
复旦 大 学 数学 研究 所 
河南 大 学 (数学 季刊 ) 编 辑 
部 
中 关 村 中 科 院 系统 科学 研 
究 所 
厦门 大 学 数学 研究 所 


数学 译 林 
数学 研究 与 评论 


东北 数学 

模糊 数学 

计算 数学 

中 国 数学 文摘 

高 等 数学 计算 数学 报 
应 用 数学 学 报 

高 校 应 用 数学 学 报 
应 用 数学 

应 用 数学 和 力学 
纯粹 数学 与 应 用 数学 
应 用 概率 统计 
数理 统计 与 应 用 概率 
数理 统计 与 管理 


控制 与 决策 

统计 学 .经济 数 学 与 方法 
工程 数学 学 报 

生物 数学 学 报 

中 国 科学 A 辑 

科学 通报 

系统 科学 与 数学 
系统 工程 理论 与 实践 
数量 经 济 技术 经 济 研究 


数学 物理 学 报 
天 文学 报 


北京 市 
大 连 市 . 


Кет. 
武汉 市 . 
北京 市 
北京 市 ， 
南京 市 - 
北京 市 
杭州 市 . 
武汉 市 . 
重庆 市 . 
西安 市 - 
上 海 市 . 
жй. 
жї. 


沈阳 市 . 
北京 市 . 
西安 市 . 
合肥 市 . 
北京 市 
北京 市 
北京 市 
北京 市 . 
北京 市 . 


武汉 市 . 
南京 市 . 


中 科 院 数学 研究 所 
大 连理 工大 学 数学 科学 研 
究 所 
吉林 大 学 数学 研究 所 
华中 理工 大 学 内 
中 关 村 计算 中 心 
中 关 村 中 科 院 南路 8 号 
南京 大 学 数学 系 
友谊 宾馆 19 单元 
浙江 大 学 内 
华中 理工 大 学 内 
重庆 大 学 内 
西北 大 学 数学 系 
华东 师范 大 学 数理 统计 系 
北京 理工 大 学 应 用 数学 系 
玉泉 路 19 号 中 科 院 研究 
生 院 内 
东北 大 学 125 信箱 
张自忠 路 3 号 
西安 交通 大 学 内 
安徽 农业 大 学 632 信箱 
东 黄 城 根 北 街 16 号 
东 黄 城 根 北 街 16 号 
中 科 院 系统 科学 研究 所 
中 科 院 系统 科学 研究 所 
中 科 院 数量 经 济 技术 经 济 
研究 所 
武汉 数学 物理 研究 所 
北京 西 路 2 号 
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力学 学 报 北京 市 .中关村 中 科 院 力学 研究 所 

计算 结构 力学 与 实践 大 连 市 . 大 连理 工大 学 内 

信息 与 控制 沈阳 市 . 中 科 院 沈阳 自动 化 研究 所 

控制 理论 与 应 用 广州 市 . 华南 理工 大 学 中 科 院 系统 
科学 研究 所 

系统 工程 长 沙市 . 展览 馆 路 6 号 

计算 机 学 报 北京 市 .中科院 计算 技术 研究 所 

计算 机 科学 重庆 市 . 渝中 区 胜利 路 132 号 

计算 机 应 用 软件 上 海 市 .计算 技术 研究 所 

数值 计算 与 计算 机 应 用 北京 市 .2719 信箱 

微机 应 用 北京 市 . 中关村 路 17 号 

计算 机 应 用 文摘 重庆 市 . 市 中 区 胜利 路 132 号 

中 等 数学 期 乔 
刊 名 地 址 

数学 通报 北京 市 . 北京 师范 大 学 (数学 通报 》 
编辑 部 

数学 教学 上 海 市 . 华东 师范 大 学 数学 系 

中 学 生 数 学 北京 市 .首都 教师 范 大 学 数学 系 

中 学 数学 研究 广州 市 .华南 师范 大 学 数学 系 

数学 通讯 武汉 市 . 华中 师范 大 学 (数学 通讯 》 
编辑 部 

中 学 数学 杂志 曲阜 市 . 曲阜 师范 大 学 《中 学 数学 
杂志 ) 编 辑 部 

数学 教学 通讯 重庆 市 . 西南 师范 大 学 数学 系 

初中 数学 教 与 学 扬州 市 . 扬州 大 学 师范 学 院 ( 初 中 
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数学 教 与 学 ) 编 辑 部 


中 学 生理 科 应 试 


数学 教学 研究 
中 学 数学 教学 
教学 与 教材 研究 


教学 与 研究 
教育 科学 

课程 .教材 、 教 法 
教育 理论 与 实践 


教学 研究 
教育 评论 


高 等 教育 研究 


中 国 高 等 教育 
教育 研究 

自然 科学 史 研究 
自然 辩证 法 通讯 


自然 辩证 法 研究 
外 国教 育 资料 


教师 博览 


哈尔滨 市 - 哈尔滨 师范 大 学 《中 学 
生理 科 应 试 ) 编 辑 部 

兰州 市 .西北 师范 大 学 数学 系 

合肥 市 . 安徽 教育 学 院 

北京 市 . 国家 教育 部 教育 司 《教学 
与 教材 研究 》 编 辑 部 

北京 市 . 中 国人 民 大 学 《教学 与 研 
究 ) 编 辑 部 

大 连 市 . 辽宁 师范 大 学 (教育 科学 》 
编辑 部 

北京 市 .沙滩 后 街 55 号 

太原 市 . 山西 教育 科学 研究 所 

哈尔滨 市 . 中央 大 街 1 号 

福州 市 .福建 省 教育 科学 研究 所 

武汉 市 .华中 理工 大 学 (高 等 教育 
研究 ) 编 辑 部 

北京 市 . 海淀 区 文慧 园 北 路 10 号 

北京 市 . 中 央 教 育 科学 研究 所 

北京 市 . 朝阳 门 内 大 街 137 号 

北京 市 . 中 科 院 自然 辩证 法 通讯 杂 
志 社 ,北京 3908 信箱 

北京 市 . 海淀 区 学 院 南 路 86 号 

上 海 市 . 华东 师范 大 学 比较 教育 研 
究 所 

南昌 市 . 洪 都 北 大 街 16 号 


*+ 261, 


